Sintesi diretta della dinamica di W

Lutitizzo detba simiesi direlta rieutta allastanza agevole se
senaratamente ta dinamica del sistema a calena ofiusa
(oxsia i poti dotla funzione di trasferimonto W = FL o
coe’, U notimomio Dw ) 2 il nuumeratore Ny di W ofe dewve

Se invece P ha noti imetabiti’ devo imporre ohe tali noti

A = Dw—NW

Contemporaneamente, nero-, devo imporre anche fa di-
namica a catena oliusa (ossia { noti di W) e abouni degli
zori di Ny oono fieoati dal fatio che Ny deve contenere tutii
notrebbe risullare complicato od o anzi nertimo noco chiaro
ae sia semmyure nossibile farto guando P ha motli noti e zeri
imotabiti. In taf caso, notrel rimunciare a scegliore {intera
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tunzione di trasferimento W' e accontentarmi di fissare ta
dimamica a catena chiusa, ossia di scegtiore ¢ soli poli di W
DpD¢c + NpNe
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2 una rappresentazione conrima detba funzione di trasferi-
mento ded conitrotlore.

A questo scono, fesati Np ¢ Dp,

e coneidero fe due imeogmnite polinomiali
X = D¢ Y = Ng¢;
o scolgo il notimomio Dy ohe Heoa ta dinamica a catena
O/ZLLM;
o risotvo { equazione
DpX + NpY = Dy (1)

netle imeogmnite notimomiati X 2Y .
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La (1) 2 wn equazione diofantea in quanto fe incognite

Domanda 1. Quando (1) ha soluziones

Rispoosta (classica: Cuclide). (1) ha sotuzione se o solo
se i masstmo comun divisore di Dp od Np divide anche
Dy . el nostro caso- Dp ed Np sono ner inotesi conrimi o

La rienosta sembra imcoraggiante ma nomn e sudlicienie ner
L nestri oo, infatli, vogliamo wn conbrotlore C = 3¢ = %
con funzione di trasfertmento propria e quindi ner not {a
sotwzione o imtoressante sotor se deg(X) > deg(Y).

Domanda 2. Sotlo cfie condizioni (1) ha solwzioni (X,Y)
tati che deg(X) > deg(Y) ¢

| = Ap ranpresentazione ’ '
Teorema. Sia P = oh Wi conrima di
una funzione di Lrasferimento P strettamente propria



(cioe” deg(Dp) > deg(Np)) ¢ sia n:=deg(Dp). 52
deg(DW) =2n—1

allora (1) ammette sotwzioni (X,Y) tali che deg(X) > deg(Y)
, | , N

(WMMWUW%WWC:D—g:§MO@ﬁQ

dimamica a catena chiusa ¢ data dagli zeri di Dy ).

Osservazione. i@P:g—iﬂ'mﬁmw}oﬂgd/éwmﬁmmm
nropria ma non strettamente ¢ no= deg(Dp) atbora (1)
ammaette sotuwzioni (X,Y) tali che deg(X) > deg(Y) ner quasi
tutte Lo scotte di Dy di grado 2n—1 nero’ esistono delle scolle
natotogiche” di Dy in corrispondenza atle quali deg(X) <
deg(Y) (ossia il conbrotlore corrispondente a tali scelte sarebbe
impvropvric).
Esempio Sia P = 5 Alloran = deg(Dp) = deg(z—3) = 1.
Quimdi

deg(Dy) =2n —1 = 1.
Sia Dy =z —a (con o) <1). Alora

C=Ng/Do =2
X
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con x ¢ y npotinomi di grado zero (oxeia costanti). Tor
catcotare x oy rivolvo

r(z—=3)+y=z2+a«
da cul

r=1 y=a+3, C=y/x=a+3.

Conaideriamo ora i caso di P:Z;L_lf (funzione razionats
non strettamente nropria). Si ha ancora n = deg(Dp) =
deg(z —3) = 1. Quwindi
deg(Dy) =2n—1=1.

Sia ancora Dy =z —a [con |a] < 1). Allora
C = N¢/De =2

x
con x ¢ y npotinomi di grado zero (oseia costanti). Tor
catcotare x oy Tivotuo

r(z—3)+ylz+1/2) =z + «

x+y=1
—3r+y/2=a
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r+6r=1—-2«
—3r+y/2=a«

da cud
-
y =
2 quindi
0 + 2«
C = .
1 — 2«

ner tutte {o scotle di o ad eocezione del valore natotogico
a=1/2

Soluzione di (1)

La (1) 2 un equazione tineare nei coefticienti dei notimomi
X 2 Y. Dbr risotverfa noso acswmenre (semza nerdita di
generatita’) che Dp sia monico e norre



Dp=:2"4q, 12"}

+ ...+t o012+
Np = B.2"+ Bp12" "+ ...+ iz + By

dove not notinomio Np abliamo forzatamente ineerito tutii
¢ coefficlenii fino a B, che nero’ ¢ ovviamente nutlo se P
o' sbreltamente nronrio. Jnotlire nongo

Do=X=x, 12" +.. ..+ 112+ 2

Ne=Y =y,12" '+ ... +yiz+y

2n—1

Dy = c9,—12 + ...+ 12+ ¢.

Uguagliando i coefticienti dei termini di grado 2n —1 nel
due membri della

DpX + NpY = Dy

Tp—1+ Bnyn—l = Con—1



grado 2n — 2 nei due memdbri detla

DpX + NpY = Dy

ottengo

O 1Tp—1 + Tn—2 + Bn1Yn—1 + BnYn—2 = Con—2.
Jterando i ragionamento e scrivendo la equazioni im

1 0 0 ce 0 B 0 0 . 0 Tpo1 Con—1
Qp—1 1 0 NN 0 /Bn—l ﬁn 0 ‘e 0 Tp—2 Con—2
Qp—9 OQp—1 1 NN 0 ,Bn_g 571_1 ,Bn e 0 Tpn—3 Con—3

o az oaz ... 1 B B2 B3 ... Bn o |
a a1 az ... oap1| Bo B B2 oo B Yn—1
0 ap a1 ... ap2| 0 Bo b1 ... Bu-a Yn—2
Yn—3
0 0 Ce (7)) (05} 0 0 ce ,80 51
0 0 - 0 (7)) 0 0 . 0 50 Yo Co

TV
matrice M di dimensione 2nx2n

La matrice M o imvertibile o si nuo decomporre come
M = [My | Ms] dove sia My sia My hanno n colonne o
sono erbambe matric di Loeplitz (oxsia ciascuna diagonale
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di My ha tutti elementi uwguali e o stecso vale ner M)

Invertendo M cateotor facibmente i coefficlenti x; o y; =
quindi i controttore C =Y /X

Osservazioni.

1. 5S¢ nenco allanproccio di stato e imtuwitivo che una
quatunque dinamica di ordime 2n — 1 sia realizzabite.
Infatii, n o ta dimensione delta dimamica del sistema
rebroazionato con rebroazione timeare dalta stato ta cud di-
namica o assegnabite a niacere e n—1 2 ta dimensione
assegmatbile a niacere). H nrincinio di separazione nermetle,
ingime, di concludere.



Cy(z) 2 nrogettato con il metodo detd equazione diofantea

con riferimento of sistema di f. dit. Pi(z) = Ci(2)P(2).

3. Anche se voglio garantire ohe C(z) sia stretlamonte
C(z) = C1(z)Cs(2)

dove C(z) ¢ strettamente nronrio 2 Cy(z) 2 nrogettato con
toma di f dit. Pi(z) = Ci(2)P(2) (questo modo di rocedere
garantioce anche che Pi(z) sia strettamente nroprio e quindi
{ osistomvza di un controtbore nropnrio ner quatunaque scelia
di Dw(z) di grado 2n — 1 doven o' il grado di Pi(z)). Ter
vaempio, notrel scegliore Ci(z) = 1/(2 — 1) che mi garantioce
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