
Capitolo 7

Rappresentazione grafica delle
funzioni di trasferimento:
diagrammi di Bode

7.1 Rappresentazione grafica di funzioni di trasferimento
razionali

La funzione di trasferimento ’‘e una funzione di variabile complessa W (s), Laplace trasfor-
mata della risposta impulsiva, definita per Res > σ(w), dove σ(w) è l’ascissa di conver-
genza.
Limitandoci al caso di funzioni di trasferimento razionali proprie

W (s) =
∑

i bis
i∑

i ais
i
,

quando la rappresentazione è irriducibile si ha

σ(w) = sup{|α| :
∑
i

aiαi = 0}

e nel semipiano Res > σ(w) la W (s) è funzione analitica. La funzione W (s) è poi unica-
mente prolungabile su tutto il piano complesso nella funzione meromorfa W (s), che a sua
volta individua in modo unico la sua restrizione all’asse immaginario

W (jω) =
∑
i

bi(jω)i/
∑
i

ai(jω)i.

Viceversa, la restrizione W (jω) di W (s) all’asse immaginario è sufficiente per ottenere in
modo unico la W (s) Quest’ultimo fatto è piuttosto importante quando si intende fornire
una rappresentazione grafica della funzione di trasferimento, perché consente di sostituire
alla sua rappresentazione sul piano complesso (o almeno sul semipiano di convergenza)
quella di una funzione a valori complessi della variabile reale ω.
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2 CAPITOLO 7. DIAGRAMMI DI BODE

Nella rappresentazione grafica di W (jω) sovente conviene considerare il logaritmo (com-
plesso) di W (jω) e assumere come variabile indipendente in luogo di ω il suo logaritmo
(per ω > 0). Il ricorso a una scala logaritmica offre il vantaggio di
- analizzare la funzione per ampie escursioni delle variabili
- ottenere i diagrammi di funzioni complicate per sovrapposizione di diagrammi elementari
standard (su ciò torneremo a lungo nel seguito).

Si noti, infine, che nella mappa

W : ω 7→ ReW (jω) + jImW (jω) = |W (ω)|ej∠W (jω)

e nella mappa
lnW : ω 7→ ln |W (jω)|+ j∠W (jω

la “fase” ∠W (jω è individuata solo ameno di multipli interi di 2π. Ciò è irrilevante nella
valutazione del numero complesso W (jω) in corrispondenza a uno specifico valore di ω,
ma richiede una certaattenzione quando ciò che si intende valutare è la varia zione di fase
di W (jω) al variare di Ω su un assegnato intervallo di pulsazioni, ossia l’angolo con vertice
nell’origine del piano di Gauss che il vettore W (jω) descrive al variare di ω.

Figura 7.1.1
 

Ancora più delicata da valutare è la situazione in cui W (jω) si annulla o ha un polo
sull’asse immaginario, dato che in tal punto la fase non è definita. Ma anche su questo
argomento torneremo fra breve.

7.2 Diagrammi di Bode di una funzione razionale: intro-
duzione

Fattorizzando sul campo reale i polinomi a numeratore e a denominatore di W (s) in fattori
irriducibili del primo e del secondo grado, si può sempre esprimere W (s) nella forma

W (s) = K ′

(
s− α′1

)ν′1(
s− α′2

)ν′2 · · ·(s2 + 2δ′1ω
′
n1s+ (ω′n1)2

)µ′1 · · ·(s2 + 2δ′q′ω
′
nq′s+ (ω′nq′)

2
)µ′

q′(
s− α1

)ν1
(
s− α2

)ν2

· · ·
(
s2 + 2δ1ωn1s+ (ωn1)2

)µ1

· · ·
(
s2 + 2δqωnqs+ (ωnq)2

)µq
(7.1)
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e quindi anche nella “forma di Bode”

W (s) = K

(
1 + sT ′1

)ν′1 · · ·(1 + sTp′
)ν′

p′
(

1 + 2 δ′1
ω′n1

s+ s2

(ω′n1)2

)µ′1 · · ·(1 + 2
δ′
q′

ω′
nq′
s+ s2

(ω′
nq′ )

2

)µ′
q′

sν0

(
1 + sT1

)ν1

· · ·
(

1 + sTp

)νp(
1 + 2 δ1

ωn1
s+ s2

(ωn1)2

)µ1

· · ·
(

1 + 2 δq
ωnq

s+ s2

(ωnq)2

)µq
(7.2)

Per ottenere (7.2) da (7.1)

• si moltiplica ciascun fattore s− α, con α 6= 0, per T = −1/α, ottenendo un fattore
del tipo

1 + Ts

• si moltiplica ciascun fattore s2 + 2δωns+ω2
n per 1/ω2

n, ottenendo un fattore del tipo

1 + 2
δ

ωn
s+

s2

ω2
n

• si raccolgono, a compensare le precedenti moltiplicazioni, i prodotti dei reciproci dei
T e degli ωn, ottenendo

K = K ′
T ν1

1 . . . (ω′n1)2µ′1 . . .

(T ′1)ν′1 . . . (ωn1)2µ1 . . .

• ν0 può essere positivo, nel qual caso W (s) ha un polo nell’origine, negativo se W (s)
ha uno zero nell’origine, o nullo.

La costante
K = [W (s)sν0 ]

∣∣∣
s+0

(7.3)

è detta guadagno (o costante) di Bode e coincide con W (0) quando non vi siano singolarità
(i.e.poli o zeri) nell’origine.

È facile constatare che l’andamento di W (jω) è noto quando sia conosciuto per i soli valori
positivi della pulsazione ω; infatti, avendo la funzione razionale W (s) coefficienti reali, si
ha

W (š) = (W (s))̌

e, in particolare
W (−jω) = (W (jω)̌ (7.4)

La (refsempli) implica, per quanto riguarda modulo e fase di W (jω),

|W (−jω)| = |W (jω)| (7.5)

∠W (−jω) = −∠W (jω) (7.6)

I diagrammi di Bode sono due: uno per il modulo (o il “guadagno”) |W (jω)|, ω ∈ R+, uno
per la fase ∠W (jω), ω ∈ R+. In entrambi, la pulsazione è riportata in scala logaritmica
(in base 10, o 2, o naturale). La scala logaritmica è utilizzata anche per il guadagno, che
è abitualmente espresso
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- in decibel : |W (jω)|db = 20 log10 |W (jω)|

- in neper : |W (jω)|np = ln |W (jω)|

Per la fase, si utilizzano indifferentemente misure in radianti o in gradi sessagesimali.
Infine, pur essendo logaritmiche le scale, si riportano spesso in ascissa i valori effettivi
della pulsazione, anziché quelli del suo logaritmo (i.e. nel punto di coordinata x = logω
si riporta il valore di ω anziché quello di x)

Figura 7.2.1
 

Se W (jω) è fattorizzata in forma di Bode

K

(
1 + jωT ′1

)ν′1 · · ·(1 + jωTp′
)ν′

p′
(

1 + 2 δ′1
ω′n1

jω − ω2

(ω′n1)2

)µ′1 · · ·(1 + 2
δ′
q′

ω′
nq′
jω − ω2

(ω′
nq′ )

2

)µ′
q′

(jω)ν0

(
1 + j1

)ν1

· · ·
(

1 + jp

)νp(
1 + 2 δ1

ωn1
jω − ω2

(ωn1)2

)µ1

· · ·
(

1 + 2 δq
ωnq

jω − ω2

(ωnq)2

)µq
(7.7)

si ha

20 log10 |W (jω)| = 20 log10 |K|
+ ν ′120 log10

∣∣∣1 + jωT ′1

∣∣∣+ . . .

+ µ′20 log10

∣∣∣1 +
2δ′1
ω′n1

jω − ω2

(ω′n1)2

∣∣∣+ . . .

− ν020 log10 |jω|
− ν120 log10

∣∣∣1 + jωT1

∣∣∣− . . .
− µ20 log10

∣∣∣1 +
2δ1

ωn1
jω − ω2

(ωn1)2

∣∣∣− . . . (7.8)

e

∠W (jω) = ∠K

+ ν ′1 ∠
(

1 + jωT ′1

)
+ . . .

+ µ′∠
(

1 +
2δ′1
ω′n1

jω − ω2

(ω′n1)2

)
+ . . .

− ν0 ∠jω

− ν1 ∠
(

1 + jωT1

)
− . . .
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− µ∠
(

1 +
2δ1

ωn1
jω − ω2

(ωn1)2

)
− . . . (7.9)

Pertanto, il guadagno (in db o in altra scala logaritmica) si ottiene sommando algebrica-
mente i guadagni corrispondenti ai singoli fattori della funzione di trasferimento, e lo stesso
vale per la fase. Ciò consente di ricondurre il tracciamento a quello delle funzioni elemen-
tari (le costanti e i polinomi di primo e secondo grado) e di ottenere il diagramma finale
per somma algebrica dei corrispondenti “diagrammi elementari”. Il paragrafo seguente
sarà dedicato appunto alla determinazione della struttura di tali diagrammi elementari.

7.3 Diagrammi di Bode delle funzioni elementari

Si riportano qui di seguito i diagrammi di Bode delle funzioni elementari, ovvero

k, jω, 1 + jωT, 1 +
2δ
ωn
− ω2

ω2
n

e delle loro reciproche. La scala delle ascisse riporta il logaritmo in base 10 della pulsazione,
quella delle ordinate il valore in decibel del guadagno e in radianti della fase.

1) funzione costante K

Se |K| = 1 la retta è l’asse delle ascisse, se |K| < 1 la retta sta “sotto” l’asse delle ascisse,
e sta “sopra” se |K| > 1
Per 1/K il diagramma del guadagno si riflette rispetto all’asse delle ascisse, essendo
20 log10 | 1

K | = −20 log10 |K|

Figura 7.3.1 

La fase è nulla se K > 0, vale −π se K < 0. Il passaggio al reciproco non altera la fase.

Figura 7.3.2 
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2) funzioni jω e 1
jω

Si ha |jω|db = 20 log10 |jω| = 20 log10 ω e, per la fase, ∠jω = π/2 ∀ω.

Per il guadagno della funzione reciproca si ha
∣∣∣ 1
jω

∣∣∣
db

= 20 log10 | 1
jω

∣∣∣ = −20 log10 ω

Per la fase ∠ 1
jω = −π/2 ∀ω.

Figura 7.3.3

 
Definizione 7.3.1 [Decade e ottava] Si dice “decade” un intervallo di pulsazioni che
ha ampiezza unitaria nella scala logaritmica in base 10, ovvero un intervallo di pulsazioni
comprese fra ω̄ e 10ω̄.
Un intervallo di un’ ottava è invece quello compreso fra una pulsazione ω̄ e la pulsazione
doppia 2ω̄.

È chiaro allora che il guadagno della funzione jω (di 1/jω) si accresce (diminuisce) di 20
db per decade.

3) la funzione 1 + jωT e la reciproca

Per il tracciamento del diagramma del guadagni, si ha

|1 + jωT |db = 20 log10 |1 + jωT | (7.10)

In modo esatto quando ω = 0, e con piccolo errore quando la polsazione ω è piccola, la
(7.10) può essere approssimata dalla funzione nulla. Per grandi valori di ω, invece, nella
valutazione del guadagno è trascurabile l’addendo 1 rispetto a jωT e si ottiene

|1 + jωT |db ∼ 20 log10 |jωT | = 20 log1 0ω + 20 log1 0|T | (7.11)

Nel diagramma logaritmico la (7.11) è una retta che attraversa l’asse delle ascisse per

log10 ω = − log10 |T | = log10 |1/T |

e ha pendenza positiva pari a 20 db per decade.
La approssimazione asintotica del guadagno consiste di due semirette:
- per piccoli ω, inferiori a |1/T |, è la semiretta orizzontale corrispondente a un guadagno
di 0 db;
- per ω ≥ |1/T | è la semiretta di equazione (7.11).
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Il punto corrispondente alla pulsazione |1/T | si dice punto di “spezzamento” o di “rottura”
del diagramma asintotico.

Figura 7.3.4

 

Si noti che, se la pulsazione raddoppia, ossia se l’intervallo fra la pulsazione più bassa e la
più alta è di un’ottava, l’incremento di guadagno nella zona delle alte frequenze è dato da

20 log10 |2ωT | − 20 log10 || = 20 log10 2 = 6db

Fra la curva esatta del guadagno e la sua approssimazione asintotica il massimo scosta-
mento si ha alla pulsazione di rottura ω = |1/T | e vale 3 db. Infatti

20 log10 |1± j| = 20 log10

√
2 =

20
2

log10 2 ∼ 3 db (7.12)

Figura 7.3.5
 

• Esercizio 7.3.1 Si verifichi che a distanza di un’ottava prima e dopo la pulsazione di spezzamento
|1/T |, cioè alle pulsazioni |1/(2T )| e |2/T |, l’errore del diagramma asintotico rispetto a quello esatto
è di circa 1 db.

] Soluzione. In ω = |2/T | il valore esatto del guadagno è 20 log10 |1 + j2| = 20 log10

√
5 ∼ 7 mentre

il valore previsto dal diagramma asintotico è 20 log10 | 2T T | = 20 log10 2 ∼ 6

Per la fase ∠(1 + jωT ) = arctg(ωT ), quando ω tende a zero la fase tende a zero, mentre
quando ω diverge la fase tende a π/2 se T è positivo e a −π/2 se T è negativo.
Inoltre, per T > 0 (per T < 0) la fase cresce (decresce) monotonicamente e vale π/4 (-π/4)
nel punto di spezzamento ω = |1/T |.
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L’approssimazione più drastica consiste nel rappresentare ∠(1 + jωT ) con due semirette
orizzontali, ponendo nulla la fase per ω < |1/T | e pari a π/2 o a −π/2 per ω > |1/T |, a
seconda che sia T > 0 o T < 0.

Figura 7.3.6
 

La figura 7.3.6 fa riferimento al caso T > 0 ed è evidente che l’errore è massimo alla
pulsazione di spezzamento, dove vale π/4.

Un’approssimazione meno cruda si ottiene conservando le due semirette asintotiche per
ω < 1

10|T | e per ω > 10
|T | e raccordando linearmente (rispetto alla scala logaritmica delle

pulsazioni) sull’intervallo [ 1
10|T | ,

10
|T | ]. Ció consente, fra l’altro, di avere errore nullo in 1

|T | ,
dove la fase vale ±π/4. In questo caso, l’errore nei punti angolosi della spezzata vale circa
1/10 di radiante.

Un’altra approssimazione si basa sulla spezzata ottenuta utilizzando (per T > 0) la tan-
gente alla curva “esatta” nel punto (1, π/4) e le semirette orizzontali oltre ai punti di
intersezione delle stesse con la tangente:

Figura 7.3.7
 

Tali punti cadono circa in ω = 1
5|T | e in ω = 5|T |.

Riportiamo infine i diagrammi asintotici per la funzione reciproca 1/(1+jωT ): l’andamento
delle figure si deduce dai precedenti in modo ovvio.

Si lascia come esercizio l’approssimazione della funzione reciproca mediante spezzate.
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Figura 7.3.8
 

4) funzione 1 + 2
δ

ωn
jω − ω2

ω2
n

, δ ∈ (−1, 1)

È facile ottenere per il guadagno l’espressione

∣∣∣1 + 2
δ

ωn
jω − ω2

ω2
n

∣∣∣
db

= 20 log10

∣∣∣(1− ω2

ω2
n

) + j2δ
ω

ωn

∣∣∣ = 20 log10

[
(1− ω2

ω2
n

)2 + 4δ2ω
2

ω2
n

] 1
2

= 10 log10

[
(1− ω2

ω2
n

)2 + 4δ2ω
2

ω2
n

]
(7.13)

Per piccoli valori di ω il guadagno è prossimo a zero e vale esattamente zero per ω = 0,
ovvero per log10 ω = −∞. Per grandi valori di ω si possono trascurare in (7.13) le potenze
di ω inferiori alla quarta, ottenendo l’espressione asintotica

∣∣∣1 + 2
δ

ωn
jω − ω2

ω2
n

∣∣∣
db
∼ 10 log10

ω4

ω4
n

= 40 log10 ω − 40 log10 ωn (7.14)

Nel diagramma logaritmico la (7.14) è rappresentata da una retta che attraversa l’asse
delle ascisse per log10 ω = log10 ωn e che ha pendenza positiva pari a 40 db per decade.
L’approssimazione asintotica più cruda utilizza fino alla pulsazione ωn la semiretta di
guadagno nullo, e per ω > ωn la semiretta a pendenza 40 db/decade, associata all’equazione
(7.14)
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Figura 7.3.9
 

Vogliamo ora valutare quali sono gli scostamenti del diagramma esatto del guadagno dal di-
agramma asintotico sopra considerato. Si noti che la funzione (7.13) dipende dal parametro
δ (lo “smorzamento”, se δ > 0), e perciò gli errori, e le correzioni eventuali, dipenderanno
da δ.

Per ω = ωn, l’espressione (7.13) vale 10 log10(4δ2) = 20 log10 |2δ|.

• Se |δ| = 1/2, si ha

20 log10 |2δ| = 0, come nella rappresentazione asintotica

• Se |δ| > 1/2 si ha

20 log10 |2δ| > 0 e per |δ| → 1 si arriva al valore 20 log10 2 ∼ 6 db

• Se |δ| < 1/2 si ha

20 log10 |2δ| < 0 e per |δ| → 0 l′errore del diagramma asintotico tende a ∞

Figura 7.3.10
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Possiamo quindi concludere che per piccoli valori di |δ| la deviazione del diagramma esatto
rispetto a quello asintotico è assai cospicua, e l’uso del diagramma asintotico può indurre
errori sensibili di valutazione.

Per comprendere meglio l’andamento effettivo della funzione |1 + 2
δ

ωn
jω − ω2

ω2
n

| al variare

di ω, deriviamone il quadrato rispetto a ω ed eguagliamo la derivata a zero:

d

dω

[
[(1− ω2

ω2
n

)2 + 4δ2ω
2

ω2
n

]
= 0

La derivata si annulla alla pulsazione

ω̃ = ωn
√

1− 2δ2, (7.15)

che è un numero reale solo se 2δ2 ≤ 1, ossia se |δ| ≤
√

1/2. In corrispondenza a tale valore
ω̃ la curva del modulo ha un minimo, il cui valore è pari a

[(1− (1− 2δ2))2 + 4δ2(1− 2δ2)]1/2 = [4δ2 − 4δ4]1/2 = 2δ
√

1− δ2 (7.16)

Per δ ≤
√

1/2, la (7.16) fornisce un valore minore di 1, come ci dovevamo attendere dal
momento che il guadagno vale 1 in ω = 0 e ω̃ è il punto in cui il guadagno è minimo. Il
guadagno in decibel, nel punto di minimo, vale

20 log10(2δ
√

1− δ2) = 20 log10 2 + 20 log10 δ + 10 log10(1− δ2) ∼ 6 + 20 log10 δ

e tende a −∞ quando δ → 0.

La fase è data da

∠(1− ω2

ω2
n

+ 2jδ
ω

ωn
) = arctg

[ 2δ ω
ωn

1− ( ω
ωn

)2

]
= arccos

[ 1− ω2

ω2
n

|(1− ω2

ω2
n

+ 2jδ ω
ωn

)|

]
(7.17)

Per δ > 0, ossia quando gli zeri del polinomio appartengono al semipiano Re s < 0, la fase
è nulla per ω = 0 ed è funzione crescente di ω per ogni ω ∈ R+, raggiungendo il valore
π/2 in ω = ωn e tendendo a π quando ω →∞.
Per δ < 0,la fase, nulla in ω = 0, decresce al crescere di ω, assumendo per ogni ω valori
opposti a quelli che assumerebbe in corrispondenza al parametro −δ.

Figura 7.3.11
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L’approssimazione più cruda del diagramma di fase sta nel prendere una coppia di semirette,
con un salto di π nel punto ωn: la figura si riferisce al caso δ > 0.
Per costruire approssimazioni migliori, conviene osservare che anche lil diagramma di fase
dipende da δ. Quanto più |δ| è prossimo a zero, tanto più accettabile è la approssimazione
asintotica costituita dalle due semirette, dal momento che la transizione i fase si verifiva
in un piccolo intervallo di pulsazioni intorno ad ωn. Questo fatto può essere compreso
meglio riportando, in funzione di ω

ωn
, gli andamenti della parte reale e del coefficiente

dell’immaginario della funzione
[
1− ( ω

ωn
)2
]

+ 2jδ ω
ωn

Figura 7.3.12 

Se δ è molto prossimo a zero, quando ω/ωn è minore di1, anche per piccoli scostamenti
di ω/ωn dal valore 1 la parte reale prevale nettamente sulla immaginaria e la fase è con-
seguentemente prossima a zero.
Se invece ω/ωn è maggiore di 1, la parte reale tende con legge quadratica verso −∞, preval-
endo sul coefficiente della parte immaginaria, che cresce linearmente, e se |δ| è piccolo la
fase raggiunge in pratica il valore ±π quando ω supera di poco ωn.

Per valori di δ discosti dallo zero, si rinvia alla consultazione di tavole e grafici reperibili,
as esempio in [LV] o in [Ma.

Infine, notiamo che per |δ| = 1 il polinomio del secondo grado non è irriducibile, ma
fattorizza nella forma

1 + 2
δ

ωn
s+

s2

ω2
n

= (1± s

ωn
)2

Ponendo T = 1/ωn si ha il quadrato di un fattore del primo ordine del tipo considerato al
punto 3 e per il quale il diagramma di fase è fornito dal diagramma riportato nella figura
7.3.13.

Figura 7.3.13
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Infine, per la funzione reciproca si possono ripetere - mutatis mutandis - le considerazioni
svolte finora. Nelle figure a seguire si forniscono solamente i diagrammi asintotici di prima
approssimazione.

Figura 7.3.14

 

7.4 Tracciamento del diagramma di Bode

Data una funzione razionale W (jω) in forma di Bode, i diagrammi di Bode si ottnegono
per sovrapposizione dei diagrammi (asintotici o non) delle funzioni elementari componenti.

Alcune regole pratiche per il tracciamento del diagramma, con riferimento alle (7.8) e
(7.9).

1. Si individuano i punti di rottura sull’asse ω, cioè le ascisse dei vertici delle spezzate:

log10 |
1
Ti
|, log10 |

1
T ′i
|, log10 ωni, log10 ω

′
ni,

2. Nel diagramma asintotico dei moduli, il primo tratto ha pendenza −20ν0 db/decade
[si ricordi che ν0, se positivo, rappresenta la molteplicità del polo nell’origine; se
negativo, rappresenta la molteplicità dello zero nell’origine] Tenendo conto soltanto
dei fattori (jω)−ν0 e del guadagno K, al quale corrisponde |K|db = 20 log10 |K|, si
traccia una retta che attraversa l’asse delle ordinate in |K|db e ha pendenza −20ν0.

3. Ad ogni successivo punto di rottura, si varia la pendenza, incrementandola di 20ν ′

db/decade per uno zero reale di molteplicità ν ′, diminuendola di 20ν db/decade per
un polo reale di molteplicità ν, incrementandola di 40µ′ db/decade per una coppia
di zeri complessi coniugati di molteplicità ν ′, diminuendola di 40µ db/decade per
una coppia di poli complessi coniugati di molteplicità µ.

4, Per il diagramma delle fasi, quando ω tende a 0, e quindi il suo logaritmo tende a
−∞ la fase è −ν0

π
2 , cui si aggiunge −π se K è una costante negativa.
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5. Ad ogni punto di rottura si varia la fase di
+ν ′i

π

2
negli zeri reali negativi, i.e. se T ′ > 0,

−ν ′i
π

2
negli zeri reali positivi, i.e. se T ′ < 0

+µ′i π nelle coppie di zeri compl.coniugati a parte reale negativa (δ′ > 0),

−µ′i π nelle coppie di zeri compl.coniugati a parte reale positiva (δ′ < 0)
−νi

π

2
nei poli reali negativi, i.e. se T > 0,

+νi
π

2
nei poli reali positivi, i.e. se T < 0

−µi π nelle coppie di poli compl.coniugati a parte reale negativa (δ > 0),

+µi π nelle coppie di poli compl.coniugati a parte reale positiva (δ < 0)

6. I diagrammi esatti si ottengono da quelli asintotici sommando all’ordinata dell’asintotico
i termini correttivi relativi ai fattori del primo e del secondo ordine.

Esempio 7.4.1 Tracciamento dei diagrammi di Bode di

W (s) =
200(s+ 2)

s(s2 + 10s+ 100)

a) Riscriviamo W (s) in forma di Bode

W (s) =
200 · 2(1 + s 1

2
)

s · 100(1 + 1
10
s+ s2

100
)

= 4
(1 + s 1

2
)

s(1 + 1
10
s+ s2

100
)

= 4
(1 + sT )

s(1 + 2δ
ωn
s+ s2

ω2
n

)

con T = 1, ωn = 10, δ = 1/2.

b) Abbiamo perciò, in ordine di pulsazione crescente,

– un polo nell’origine, con molteplicità 1,

– uno zero di modulo |1/T | = 2,

– una coppia di poli complessi coniugati, con pulsazione naturale ωn = 10 e smorzamento
δ = 0, 5: essi si trovano nei punti −5± 10j

√
0, 75 = −5± j5

√
3 del piano complesso.

Figura 7.4.1

 
c) Tracciamento del diagramma di guadagno
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– si comincia con il fattore 4/jω: si tratta di una retta con pendenza -20 db/decade, che interseca
l’asse delle ordinate nel punto

20 log10 4 ∼ 12db;

Figura 7.4.2

 

– per ω = 2 c’‘e una pulsazione di rottura, corrispondente a uno zero della f.d.t.: la pendenza
della curva di guadagno cresce di 20 db/decade, quindi nel diagramma asintotico la pendenza
si azzera fino alla pulsazione di rottura successiva;

– alla pulsazione 10 c’è una coppia di poli complessi coniugati: nel diagramma asintotico ha
inizio una pendenza di -40 db/decade.

d) Correzioni: +3db nel punto ω = 2 , +1 db nel punto ω = 4 (un’ottava dopo lo spezzamento) e
nel punto ω = 1 (un’ottava prima dello spezzamento)

Poiché δ vale 1/2, non si dà luogo a correzione in ωn = 10.

e) Per il diagramma di fase, si riporta a tratto continuo nella figura A il diagramma asintotico risul-
tante dalla somma dei diagrammi asintotici dei tre fattori; nella figura B si riportano invece gli anda-
menti con approssimazione lineare di ciascuno dei tre fattori, la cui somma da’ luogo all’andamento
tratteggiato di figura A.

Figura 7.4.3 
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7.5 Esempi di tracciamento

Esempio 7.5.1

Figura 7.5.1
 

Esempio 7.5.2

Figura 7.5.2
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Esempio 7.5.3

Figura 7.5.3

 

Esempio 7.5.4

Figura 7.5.4
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Esempio 7.5.5

Figura 7.5.5

 

Esempio 7.5.6

Figura 7.5.6
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7.6 Complementi

7.6.1 Stima della funzione di trasferimento

Spesso è possibile stimare la funzione di trasferimento dai diagrammi di Bode della risposta
in frequenza.

• Il primo passo consiste nell’approssimare con segmenti di retta, di pendenza 20ν
db/decade (con ν numero intero) il diagramma del guadagno;

• i valori di frequenza nei quali si hanno i cambiamenti di pendenza sono le pulsazioni
di spezzamento;

• nei poli la pendenza diminuisce, mentre cresce in corrispondenza agli zeri;

• se l’incremento di pendenza è di 40 db/decade, lo spezzamento pu‘o corrispondere

- a un polo reale doppio

-a una coppia di poli complessi coniugati con frequenza naturale nel punto di spez-
zamento

Nel secondo caso, lo smorzamento può essere stimato esaminando l’andamento del
guadagno nell’intorno del punto di spezzamento.

La curva del guadagno non individua univocamente la W (jω) Infatti, moltiplicando W (s)
per una funzione “passatutto” del tipo

1− Ts
1 + Ts

oppure
1− 2δ

ωn
s+ s2

ω2
n

1 + 2δ
ωn
s+ s2

ω2
n

(7.18)

non si altera il diagramma del guadagno, dato che ciascuna funzione ha guadagno di 0
db/decade ad ogni frequenza.
Essa peraltro altera la fase. Per la prima delle (7.18), ad esempio, si ha

∠(1− jωT )/(1 + jωT ) = ∠(1− jωT )− ∠(1 + jωT )

e d’altra parte
∠(1− jωT ) = −∠(1 + jωT )

Quindi il diagramma di fase della funzione passatutto, per T > 0 ha l’andamento riportato
in figura 7.6.1

Figura 7.6.1

6/1−jωT
1+jωT
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e la funzione
1− Ts
1 + Ts

introduce un ritardo di fase di π senza alterare il guadagno della

funzione di trasferimento di cui è un fattore.

• Esercizio 7.6.1 Dati i diagrammi di Bode di figura 7.6.2, studiare le proprietà della funzione di
trasferimento.

Figura 7.6.2

 

] Cenno di soluzione. (1) Si determina il punto di spezzamento 1/|T | prolungando i tratti rettilinei :
si deve avere un fattore del tipo 1/(1 +sT ); (2) sull’asse delle ordinate si legge il valore 20 log10 |K|,
quindi si ricava |K|; (3) dalla fase asintotica per ω → 0 si conclude che la costante di Bode K è
positiva, dal fatto che intorno a |1/T | la fase decresce, si conclude che T è positivo. Quindi

W (s) =
K

1 + sT
con K,T > 0

• Esercizio 7.6.2 Dai diagrammi do Bode di figura 7.6.3 ricavare le proprietà di una funzione di
trasferimento del secondo ordine.

Figura 7.6.3

/W
δ > 0

�
��

 

 

] Cenno di soluzione. (1) La fase è nulla per ω → 0, quindi K è positivo e si può desumere
dall’intersezione della curva asintotica del guadagno con l’asse delle ordinate;

(2) il fattore del secondo ordine è un denominatore della funzione di trasferimento, dato che per ω
grande si ha una pendenza negativa pari a 40 db/decade;

(3) dall’andamento del diagramma asintotico del guadagno si conclude che in ωn c’‘e uno spezza-
mento, corrispondente a un polo doppio reale o a una coppia polare complessa coniugata: l’andamento
intorno a ω0 giustifica l’ipotesi di una coppia complessa coniugata;
Per ω = ωn risulta

|(1− ω2

ω2
n

+
2δ

ωn
jω)−1|db = | 1

2δ
|db

(4) se ε è lo scarto nel punto ωn (vedi figura), allora |δ| = 1/2 se ε = 0, |δ| < 1/2 se ε > 0, |δ| > 1/2
se ε < 0;
nel nostro caso, ε è positivo, quindi vale la seconda ipotesi: se, ad esempio, sul diagramma di
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ampiezza si legge ε= 5 db, allora

20 log10 |
1

δ
| = 5 ⇒ log10 |

1

δ
| = 1/4 ⇒ | 1

2δ
| = 101/4 ⇒ |δ| = 1

2 · 101/4
;

(5) per determinare il segno di δ, si osserva che la curva di fase decresce nell’intorno di ω0: quindi
deve essere δ > 0.

7.6.2 Picco di risonanza

Si consideri la funzione
W (jω) =

1
1 + 2δ

ωn
jω − ω2

ω2
n

(7.19)

L’andamento del guadagno in db della funzione (7.19) è, ovviamente, l’opposto di quello
della funzione polinomiale studiata al punto (4) del paragrafo 7.3. Se lo smorzamento δ è
inferiore a 1/

√
2, la curva del guadagno ha un massimo per

ω̃ = ωn
√

1− 2δ

Il guadagno corrispondente alla pulsazione ω̃ è 1/(2δ
√

1− δ2) ovvero, in decibel

|W (jω̃)|db = −20 log10 2− 20 log10 δ − 10 log10(1− δ2)

∼ −6− 20 log10 δ = 20 log10

1
δ
− 6 (7.20)

|W (jω)|

Figura 7.6.4

 
dove l’approssimazione vale se δ è molto prossimo a zero.
La pulsazione ω̃, il cui valore è sempre inferiore a ωn, si dice “pulsazione di risonanza” e,
quando δ → 0, si ha

ω̃ → ωn e |W (jω̃)|db → +∞.

7.6.3 Formula di Bode

Nelle considerazioni che seguiranno, useremo in ascisse il logaritmo neperiano della pul-
sazione e in ordinate il logaritmo neperiano del modulo (assumeremo quindi come unità
di misura il “neper”, associato al segmento che congiunge due valori il cui rapporto è pari
ad e). Nel diagramma dei moduli abbiamo che

• |jω|np = ln |jω| = lnω è rappresentato da una retta a pendenza unitaria passante
per l’origine;
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• |1+ jωT |np ha come diagramma asintotico una spezzata costituita da due semirette,
ovvero

|1 + jωT |np =


ln 1 = 0 per ω → 0: una semiretta orizzontale;
lnω + ln |T | per ω → +∞: una semiretta con pendenza unitaria

e punto di spezzamento in ln |1/T |

• etc. per le altre funzioni elementari

Si noti che, per quanto riguarda le pendenze nel diagramma asintotico di ampiezza, a ±
20 db/decade corrispondono ± 1 np/np e a ±40 db/decade ±2 np/np.

Definizione 7.6.1 [Funzioni a fase minima] Una funzione di trasferimento razionale
W (s) si dice a “fase minima” se è priva di zeri e di poli per Res ≥ 0

La formula di Bode, che qui ci limitiamo ad enunciare, consente di esprimere, nel caso di
funzioni razionali a fase minima, la fase di W (jω) ad un’arbitraria pulsazione ω̄ in funzione
dell’intero andamento del modulo |W (jω)|np.

Teorema 7.6.2 [Formula di Bode] Si ponga

x = lnω, x̄ = ln ω̄ (scala delle frequenze : logaritmi naturali)
y(cot) : x 7→ ω 7→ ln |W (jω)| (scala dei guadagni : logaritmi naturali)
z(·) : x 7→ ω 7→ ∠W (jω) in radianti

Nell’ipotesi che la funzione di trasferimento razionale W (jω) abbia fase minima e sia
K > 0, risulta1

z(x̄) = ∠W (iω̄) =
1
π

∫ +∞

−∞

dy

dx
ln cotgh

∣∣∣∣x− x̄2

∣∣∣∣ dx (7.21)

-

6
ln cotgh

∣∣α
2

∣∣
N.B.

1
π

∫ +∞

−∞
ln cotgh

∣∣∣α
2

∣∣∣ dα =
1
π

eαeα

α

Figura 7.6.5

 

1Si ricorda che la cotangente iperbolica di α, α ∈ R, è definita in termini di seno e coseno iperbolico
dalla formula

cotghα =
coshα

sinhα
=
eα + e−α

eα − e−α =
e2α + 1

e2α − 1
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Come conseguenza del teorema di Bode, la fase alla pulsazione ω̄ è la media pesata della
derivata di ln |W (jω)|, pensata come funzione di lnω e assumendo come peso la funzione
di figura 7.6.5 , con α = lnω − ln ω̄. La formula ha alcune interessanti conseguenze, che
illustreremo brevemente.

• Se ω̄ è lontano dai punti di spezzamento del diagramma di ampiezza, l’andamento di
ln |W (jω)| ha pendenza costante rispetto alla variabile lnω, quindi la funzione dy/dx
che compare in (7.21) è una costante in ogni intorno di ln ω̄ i cui estremi rimangano
abbastanze lontani dai punti di spezzamento.
D’altra parte, la funzione 1

π ln cotgh|α2 | ha ampiezza trascurabile nei punti esterni
all’intervallo I = [ln 1

10 , ln 10], nel senso che l’integrale sull’intervallo è molto prossimo
a π/2, mentre vale π/2 l’integrale da −∞ a +∞.
Conseguentemente, se l’intervallo Ix̄ = [x̄+ ln 1

10 , x̄+ ln 10] è contenuto nella regione
dove dy/dx è costante, si può scrivere

z(x̄) =
1
π

∫ +∞

−∞

dy

dx
ln cotgh

∣∣∣x− x̄
2

∣∣∣dx ∼ 1
π

∫
Ix̄

dy

dx
ln cotgh

∣∣∣x− x̄
2

∣∣∣dx
∼ dy

dx

∣∣∣
x=x̄

∫
Ix̄

ln cotgh
∣∣∣x− x̄

2

∣∣∣dx ∼ π

2
dy

dx

∣∣∣
x=x̄

Poiché la pendenza dy/dx nell’intorno di x̄ = ln ω̄ è espressa da un numero intero
(si usano i neper!), la fase è un multiplo intero di π/2. Si ritrova cos̀ı, come regola
generale per le funzioni a fase minima, un risultato già noto dalla costruzione dei
diagrammi di Bode2

• Il ricorso alla formula di Bode è particolarmente vantaggioso quando il diagramma
di ampiezza non è noto in modo esatto (ad esempio, perché lo si è ottenuto per via
sperimentale) in quanto consente egualmente di ricavare il diagramma di fase. In
queste situazioni si può procedere

- approssimando il diagramma di ampiezza con una spezzata,

- determinando in corrispondenza la funzione costante a tratti dy/dx

Figura 7.6.6
 

2Con la notazione in decibel, dove la pendenza è di 20k db/decade, la fase risulta kπ/2
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- ricorrendo (vedi figura 7.6.7) alla tabulazione della funzione

β(x) =
1
π

∫ x

0
ln cotgh

∣∣∣α
2

∣∣∣dα, x ∈ (−∞,+∞)

Figura 7.6.7

 

Infatti la fase in x̄ sarà data da
1
π

∫ +∞

−∞

dy

dx
ln cotgh

∣∣∣∣x− x̄2

∣∣∣∣ dx
=

A1

π

∫ x1

−∞
ln cotgh

∣∣∣∣x− x̄2

∣∣∣∣ dx+
A2

π

∫ x2

x1

ln cotgh
∣∣∣∣x− x̄2

∣∣∣∣ dx+. . .+
An−1

π

∫ +∞

xn

ln cotgh
∣∣∣∣x− x̄2

∣∣∣∣ dx
=

A1

π

∫ x1−x̄

−∞
ln cotgh

∣∣∣u
2

∣∣∣ du+
A2

π

∫ x2−x̄

x1−x̄

ln cotgh
∣∣∣u
2

∣∣∣ du+ . . .+
An−1

π

∫ +∞

xn−x̄

ln cotgh
∣∣∣u
2

∣∣∣ du
= A1[β(x1 − x̄)− β(∞)] +A2[β(x2 − x̄)− β(x1 − x̄)] + . . .

Osservazione Se W (s) non ha fase minima (o se K è negativo), la formula di Bode non
fornisce risultati corretti. Si consideri ad esempio la funzione

W (s) =
2− s
1 + s

= 2
1− 1

2s

1 + s
= 2

1 + sT ′

1 + sT
con T ′ = −1

2
, T = 1, K = 2

La pendenza del diagramma delle ampiezze in [ln 2,+∞) è 0, ed una applicazione (errata!)
della formula di Bode darebbe fase nulla per grandi valori di ω. In realtà su [ln 2,+∞) la
fase tende a −π (lo zero in T ′ < 0 induce un decremento di fase).

|W (jω)|

Figura 7.6.8
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