MODELLI DINAMICI DI SISTEMI CON INSIEME DEI TEMPI PARZIALMENTE ORDINATO (°)

F.Abbate, E.Fornasini, G.Marchesini (°°)

7. INTRODUZIONE

Scopo di queste lezicni € di illustrare brevemente aloune tematiche
relatiye al sistemi dinamici su insiemi di tempi parzialmente ordinati.

Le motivazioni finora addotte ﬁer lo studio di tali sistemi, e in
particolare dei sistemi 2-D, sono quelle di fornire un supporto teorico al
1l'analisi e alla realizzazione di filtri multidimensionali.

Lo sviluppo della modellistica matematica nel campo della ecologia
richiede in molti casi 1'adozione di modelli dinamici in cui 1'evoluzione
delle variabili in gioco pud essere analizzata secondc uno schema d'ordine
parziale.

Gli esempi seguenti vogliono far intravedere come entrinc in gioco

diverse strutture d'ordine a seconda del problema che si considera.

Esempio 1
Consideriamo una popolazione al tempo t ripartita secondo r clas
si di etad nj(t), ..... nr(t). L'evoluzione della popolazione pud essere sche—
matizzata come segue:
- al tempo t+1 il numero di appartenenti alla prima classe n, proviene per
generazione da un certo numero di classi che sono in grado di generare al

tempo t e da un flusso migrétorio HH(t)
— al tempc t+1 il numerc di appartenenti alle classi n2,...,nr dipende da-

1 T
sono sopravvissuti e dai flussi migratori m2(t),...,mr(t).

gli appartenenti al tempo t alle classi n.,...,n 1 (rispettivamente) che
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Assumiamo come stato x(t) del processo al tempo - t la
r-pla (nl(t),...,nr(t)) e come ingressi in t i flussi migrato-
ri ml(t),...,mz(t). Allora lo stato al tempo t+l dipende unica
mente dallo stato e dall'ingresso al tempo t.

Supposto il flusso migratorio nullo, se prendiamo quindi

due stati x(t) e x(t) in due istanti t e T si ha che x(t) & de

terminato da x (1) se.t>T o viceversa.

Esempio 2
Consideriamo unc schema estremamente semplificato di in-

guinamento di un fiume,pensato spazialmente unidimensicnale

con -
__é_—b
1)
[}
portata, velocitd,.... costanti su tutte le sezioni.

Si suddivida il fiume in tratti di lunghezza & e si di-
scretizzi il tempo in intervalli di durata T in modo tale che
i valori delle grandezze di interesse in ciascuna cella &xT7

non si discostino molto dal loro valore medio nella cella stes

sa.
i ; ! i .
, S I S
Bop b i
B e R
ST
_____ o —— 4= -

Le grandezze in gioco risultanc quindi funzione di due

variabili t ed s a valori interi che rappresentano il tempo
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e lo spazio.

Si supponga inoltre che { e T siano scelti in modo che
la velocitad del fiume sia &/T. _

Associamo ad ogni coppia (t,s) 4l vettore x(t,s) con com
ponenti xi(t,s) i valori in (t,s) delle grandezze caratteriz
zanti la dinamica del processo. Nelle ipotesi suddette il vet
tore x(t,s) non pud dipendere da x(t',s') con t'>t e/o s'>s
ma & determinato univocamente dai valeri x(t",s") con t"<t e
s"<s e (t",s")#$(t,s).

8i pud osservare che esistono delle coppie di vettori #xlt8)
e x(t',s') che non sono correlate causalmente (es. x(5,2) e
x(10,1)).

o ! ° -] o © L] L] © L] o @
l x(1lo,1)
o -] [-] o -] . o (-] -] -] -]
| x(5,2)
o -] -] -] o ] o o o Q -]
o Il q o o (-] ] o o (-]

Esempio 3

Si consideri il seguente modello semplificato dello svi
luppo di una foglia (Lindenmayer).
-~ alfabeto: {a;b;c,d,e,f,g,h;i,k}
- legge di produzione:
a+bc , b~+kd, ¢+ ek, d » gb
e +cf , £+ 1ih, g + hi, h + de
i»k-, k=+k
- assioma di partenza: a.
Le stringhe di simboli dell'alfabeto sono interpretate
come cellule lungo il contorno della foglia: alcuni corrispon
dono a lobi ed altri ad incavi fra i lobi.

Il sistema produce le seguenti sequenze
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a s — stato 1

b c ——= stato 2

kdek —— Stato 3
kgbecfk —=» stato 4
khikdekihk —, stato 5

kdek kgbefk kdek
kgbcfk' khikdekihk kgbcfk
khikdekihk kdek kgbecfk kdek khikdekihk

Le successioni dopo la gquinta sono ottenibili mediante
operazioni di concatenazione sulle prime cingue, alle gquali
associamo gli stati 1,2,3,4,5.

L'evoluzione degli stati. & rappresentata dal seguente
albero, nel quale ciascun vertice & individuato da un ele-
mento del monoide libero generato dall'alfabeto {51,52.53}.

Si noti che lo stato x(g E3glg ) dlpende dallo stato
x(g E E ) e non viceversa e che lo stato x(Elaz) non dipende
da nessuno degli altri né viceversa. La dipendenza di uno sta-
to da un altro & legata al fatto che il "tempo" associato allo
albero non ha un ordine totale ma un "istante" & successivo ad
un altro se la parola che rappresenta il primo istante contie-

ne come tratto iniziale la parola che rappresenta il secondo.



301

—
x(E]E,E58,) -

In tutti e tre gli esempi se uno stato x' dipende da uno
stato x in generale x non dipende da x' e se x" dipende da x'
e x' dipende da x, allora x" dipende da x.

La differenza sostanziale fra l'esempio 1 e gli esempi
2 e 3 & che negli esempi 2 e 3 esistono coppie di stati fra i
quali non esiste alcuna relazione di dipendenza. Il fatto che
due stati siano o non sianc fra loro confrontabili & legato
alla confrontabilitd o meno dei "tempi" rispettivi in rispet

to all'ordine parziale in Ix?Z e nel sottoinsieme del monoide

{8 ,8,0E5)%

Le sequenti definizioni richiamanc i concetti di ordine

“associato all'albero.

parziale e totale.

Definizione - Un insieme parzialmente ordinato & una coppia

(8,>) ove S & in insieme non vuoto e la relazione > soddisfa

le seguenti proprieta:

- a>a
- >b ,b>a=a=»>b
= >b,b>c=a>c

Definizione - Un insieme & totalmente ordinato se & parzial
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mente ordinato e se per ogni coppia a, b, o a >bob:> a.

Esempi

- 7 & totalmente ordinato
- IxI & parzialmente ordinato dalla relazione (a,b)>(e,d) se
e solo sea>ceb>d
- {51,52,53}§ & parzialmente ordinato dalla relazione w > u se
e solo sew = ut.
S5i accennerd nel seguitc a due tipi di modelli dinamici
definiti su insiemi di tempo parzialmente ordinati, che costi
tuiscono la pil semplice generalizzazione dei modelli dinamici

lineari a tempo discreto.

2. SISTEMI 2-D

2.1 Dinamica dell'evoluzione di stato

L'insieme T dei tempi & Zx% con l'ordine parziale pro-
dotto dei due ordini in %. Ad ogni punto (h,k) in T & associa
to uno stato locale x(h,k)E€ r" che determina univocamente la
uscita y in f(h,k).

L'aggiornamento dello stato'locale & dato da una relazio-
ne ricorsiva lineare che coinvolge, in modo diverso a seconda
del modello adottato, stati e ingressi negli istanti preceden-
ti ad (h,k). '

Si possono fondamentalmente individuare due tipi di equa
zioni di aggiornamento di stato a seconda che per il calcolo
di x(h,k) in esse compaiano gli stati in (h-1,k) e (h,k-1) op
pure gli stati in (h-1,k), (h,k-1), (h-1,k=1)

(h,k-1) (h-1,k-1) (h-1,k)

(h=1,k) (h,k) {(h,k-1) (h,k)
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Si hanno cosi le due equazioni di aggiornamento di stato

locale:

meodello 1:

x(h+l,k+l}=A1X(h,k+l)+A2x(h+l,k)+B1u(h,k+l)+Bzu(h+l,k)
y(h,k} = Cx(h,k)

modello 2:

x(h+1,k+1) = Alx(h,k+l)+A2X(h+l,k}+on(h,k)+Bu(h,k}
y(h,k) = Cx(h,k)

E' chiaro che lo stato locale che compare nelle relazio-
ni precedenti non gode della proprietd di separazione, nel
senso che un singolo stato locale non & sufficiente per collo
care gli stati locali ad esso successivi rispetto all'ordine
parziale. Cid comporta, fra l'altro, che per poter calcolare
l'evoluzione di stato e quindi dell'uscita, & necessario cong
scere gli stati locali su un opportunc sottoinsieme infinito
di ZxZ (che chiameremo "insieme di separazione").

Facendo riferimento al sistema 2-Drappresentato dal model
lo 1, il concetto di insieme di separazione pud essere formar

lizzato sulla base della seguéente definizione:

Definizione - Un insieme di separazione ¥ C Ix2Z soddisfa

le seguenti proprieti:

- ¢ non & vuoto

= h>»i, k>j = (h,k) e (i,j) non possono essere entrambi in €&

- (h,k)€e € =2 ¢ interseca {(h—l,k),(h,k+l),(h—l,k+l)}, € in-
terseca {(h+l,k),(h,k-1),(h+1,h-1)}, & ﬁ {(h+1,k), (h,k+1)}

- se (h,k) > (r,s) con (r,s) € ¥,allora (h,k) > (i,3) vale
solo per un numero finito di punti (i,j) in €.

Esempi di insieme di separazione sono i sequenti:
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passato passato
o ® o o o
o o L] o
£ s & 5 5 i o o o o o
pas=sata o o o o ° o o =20 iy Rl
o o O -3 e © o
= O i
o o o © 0o a o
-] o o o o © o 2.
o o o e 0 o o 2
-] o o e o 0o o o 8 e
o o o
futuro

e o o o

€ futuro
Nel segquito si fard di solito riferimento al modello 1.
Qualora si utilizzi il modelloc 2, si considereri un insieme

di separazione del tipo riportato in figura.

o o o L] o o © o o

o ©o o - o -] o o o
passato, - 8-0-0-0-0-0 7

© o o @ o © 0.0 o @

e ©o o @ o o o o o o

© 6 o @ o A o o o

e e @0 b e fFuture

°© o o @ o °

Se % & un insieme di separazione l'insieme
Q(;f {x(h,k), (h,k)€ ¥ }

& detto stato globale relativo a €.

Esso gode delle seguenti proprietd:

ha dimensioni infinite su R in gquanto somma diretta
¢i infiniti vettori di R"

{(11) E%ggode délla preprieta di separazioné

(iii) il calcolo dello stato locale in un punto (h,k)>(i,3)
per qualche (i,j)e¥% (i,eh,k) & nel "futuro" di &) ri
chiede la conoscenza di un numero finito di stati loca
1i in Z¢g e di un numero finito di valori della funzio

ne di ingresso.
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Le equazioni 1 costituisconc la mappa di aggiornamento
dello stato di un passo. Supponiamo ingresso nullo,Il valore
di x in (h,k) nel futuro di % si calcolo a partire dagli sta
ti locali su ¥,ed & la somma dei contributi degli stati loca
141 = (4,5 d2 ﬁg:con (i,3)<(h,k).

Il calcolo di tali contributi si effettua considerando
ogni cammino dal punto (i,j) al punto (h,k) come una succes-
sione ordinata di tratti orizzontali e verticali, ed associan
d? a ciascun tratto orizzontale la matrice Al e a biaseun
tratto verticale la matrice A2. Ad ogni cammino percorso da
(i,3) a (h,k) corrisponde cosi in modo univoco una matrice co
stituita dai prodotto delle matrici relative ai lati incontra
ti suvccessivamente.

La matrice somma delle matrici corrispondenti a tutti i
cammini da (i,j) a (h,k) applicata ad x(i,j) fornisce il con
tributo di x(i,j). Per l'invarianza del sistema tale matrice
dipende solo dalle differenze h-i e k-j ed & indicata con
Alh'il_n____lk'j B,.

Le matrici AlrLJ_JSAZ sono calcolabili ricorsivamente
con le seguenti relazioni:

A A, = A"

AloL_n_JE'A2 = a,
A" 1%, = Al(Alr'EJ_FAZ) + A, )

Esempio di calcolo della trasformazione per (h,k)=(l,2) ;e
(i,3)=(0,0}

— —0 _
X(l,O)=Alx(0,0)
S i -
%(0,1)=A,%(0,0) T e T
l 5, |

¥

x(O,2)=A§x(0,0)

o R _ 1,___5___
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s - -
. x(1,2) Alx{O,Z)-+A2x(l,l}

_ 2 2
= (AlAz +A2A1A2 + AzAl)x(0.0)

In generale

x(n,k) = L 1 ¥a) x(0,0)
ove:

h  k, _ h-1 k h = k-1
ATLulA, = A (AT T A ) H+A, (AT L] a,)

(a, " ¥t ) x(0,0)

{Alhx_u kAz)X(D,O)
0

Definizione. Uno stato §e r" & raggiungibile se a partire
da uno stato globale zero esistonc un ingresso u e un punto
(1,3) tali che x(i,j)=x

Data l'invarianza del sistema, ci si pud riferire alla
raggiungibilita in (i,3j)=(0,0) nel senso che % & raggiungibi
le in (0,0) se per gualche insieme di separazione ¥ contenen
te (0,0) nel suc futuro, e su cui si assume stato globale
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nullo esiste un ingresso che di luogo a x(0,0)=X.

=0
© o
@ o
o o
o o
—0— 0

———T
' x(0,0) = %
o] o] o] ? lo]
¢ Y

Dall'equazione del modello l,tenﬁto conto del signifi-

cato delle matrici Alr (%A, abbiamo che l'ingresso in

29
(-=r,-s) contribuisce allo statoc locale in (0,0) secondo la:

s—lA B_+A r=1

s
9 ByThAy Lt ™A, Bl) u(=r,=-s)

(AlrL¢4

(con la convenzione che AllLLJJAsz se 1 o j sono negativi).

Lo spazio degli stati locali raggiungibili & quindi gene

rato dalle colonne della matrice:
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] | 1 = - ]
_ ! H |5 £=1 s g T 871 i
T |:B1;B2;. - eiBy 1Ay BytA Ty TRy Byt. -ll
Poiché le matrici A lL;JJA con i+j >n sono linearmente dipen

1 2

denti dalle matrici AllLuJA con i+j <n, lo spazid generato

. 2
dalle colonne di %; & quello generato dalle colonne della ma
trice '

]
_ r=1 .8 r s-1
%—l}al!Bz & .!Al L TR, By A L AZBZJI_'_SEH

chiamata matrice di raggiungibilitd.

Come conseguenza di questo fatto gli stati raggiungibili
sono raggiungibili con ingressi il cui supporto & contenuto

nel triangolo tratteggiato in figura

o) o] o o o] & (0,-n)

Lo spazio di raggiungibilitid & definitoc come .

XR = s?an R

e il sistema & localmente raggiungibile se X=Xp.

Osservazione Il fatto che lo stato locale sia raggiungibilé
non implica che sia raggiungibile lo stato globale. Cid & do
vuto all'interferenza esistente in généralé fra gli ingressi
che generano due stati locali adiacenti in uno stato globa-

le (vedi figura).
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2 = Osservabiliti

Definizione. Uno stato % & indistinguibile dallo stato zero se

assunto x(0,0)=x e nulli tutti gli altri stati di uno stato

globale il cui insieme di separazione contiene (0,0), l'uscita

corrispondente & nulla quando l'ingresso & nullo.

Usando le eguazioni 1 e le matrici Alﬁ4JsA ‘il valore del

2
l'uscita in (r,s) & dato da

y(r,s) = c(a;"11%,) x(0,0)

5)

Quindi % @& indistinguibile dallo stato zero se appartiene al
lo spazio nullo della matrice:

Sfruttando le proprieta di dipendenza lineare nella fami

glia di matrici AlrL4_fA2 si prova che lo spazio nullo di 6 o

coincide con quello di

r+s<n
Lo spazio di non osservabilita & gquindi

X =
.0 =H0)

e il sistema & detto localmente osservabile se @ ha rango
pieno.
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Osservazione L'osservabilitd dello stato locale non implica
in generale quello dello stato globale. I motivi sono analo-
ghi a quelli richiamati a proposito della raggiungibiliti.

3 - Stabilit3

Dati due punti (i,j) e (r,s) in ZxZ , la distanza fra es

si & definita da:
d((i,3),(x,s)) = |i-r|+|j-s]|

Da cid seque la definizione della distanza fra un insieme di

separazione ¥ ed un punto (i,j):

a((i,3) .4 = min afi,3) , (x,s))
(r,s)EF
Si ponga inoltre

&, | = sup |[x]]
€ x=€

dove con ||x|| si & indicata la norma euclidea di x.

Definizione Sia ¥ un insieme di separazione e si supponga u=0.

Il sistema 1 & stabile (internamente) risEétto a ¥ se dato
€>0 per ogni X, con ||Z,||<> esiste un intero positivo m tale

che
| lx(1,3) || <e
quando (i,j) & nel futuro di & e

a((i,3),%) >m.
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[1x(i,3) ] [<e

Osservazione Si pud dimostrare che la stabilita di un siste
ma non dipende dal particolare insieme di separazione % sul
quale si considera lo stato globale. Si parlerd guindi di sta

bilitd senza far riferimento a ¥.

Per i1 sistemi lineari discreti con equazione di ag@ioE

namento di stato del tipo:

x(h+1l) = A x(h)+Bu(h)

la condizione di stabilitd (asintotica) & equivalente a cia

scuna delle sequenti condizioni

17) il polinomio det (I-Az) & privo di zeri nel cerchio uni-

tario |z|<l

co

ii) la serie = I,{(a
01

J')T(Al) converge
iii) l1l'equazione di Ljapunov

X=I+ATXA

ha soluzione definita positiva.
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Si noti che la scmma della serie Z (Al}TAl non & altro

che la soluzione dell'equazione di Ljapunov in iii).

Per i sistemi 2-D con modello 1 si hanno delle condizioni
di stabilitd alcune delle quali pessono essere viste come e-
stensioni del caso unidimensionale

Per le condizioni i) e ii) si ha infatti:

i) il sistema 2D di 'tipo 1 & stabile se e solo se il polino-

mio det(I—Alzl—A2

22J & privo di zeri nel polidisco chiuso
Z={(z],2,)€ C x €, lzy |21, ]2, |21}

- ¢ r s T r s
ii) la serie Er,s(Al Ll Azl (Al Lo AZ) converge.

Per 1la condizione iii),non si ha ancaora una cor

rispondente in dimensione finita dellfequazione di Ljapunov. Si

hanno peraltro sia un'equazione di Ljapunov in direzione infi-
nita che un'equazione di Ljapunov dipendente da un parametro

reale.

Equazione di Ljapunov dipendente da un parametro reale

Applicando il criterio di Huang {un polinomio gg& m[zl,zzj
non ha zeri in 2, se e solo se i) qtzl,OJ%O per |z <1, i)
alzy,z, )+O lzll—l e [z [<1") al polinomio Getll-Al&l ,%5) si
prova che il sistema & stabile se e solo se la matrice Al+e3mA2
& stabile per ogni w reale.

5i ha immediatamente un'equazione di Ljapunov per
Al+eij.

. - -Jw T dw
X{w) =I +(Al+e A2) X(w) (Al+e Az}
Quindi il sistema & stabile se e sole se l'equazione preceden

te ha soluzione (hermitiana) definita positiva per ogni w rea
le, '

Equazione di Ljapunov in dimensione infinita

Si consideri una successione bhilatera di matrici {QK]:
kef . La matrice di Toeplitz & blocchi TQ associata alla

successione & la matrice infinita:
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RO s ]
3 . L% N
% 9 %

: AN
To = ' 9,09 9 @ 3

" "o L2019 Ql
N N \\ \. N

Per ogni interc i assumiamo come insieme di separazione %i
l'insieme {(h,k) : h+k=i}

- d (L
o} (o]

Dato lo stato globale ﬁgi,lo stato.%gi+l in condizioni
di evoluzione libera & espresso dalla

Zg141 = ¥ Ty

ove gli stati ﬂéﬁe:¥%1+l sono rappresentati da vettori colon

na di dimensione infinita ed &/ & la matrice di Toeplitz a
blocchi
NN . \
Al Az o N
N N
= 0 A, A_O
\ 1. <22 \
N o A, A
L l\ 2 .

N N
associata alla successione

=a k=0
Qk = A2 k=1
=0 altrove

Consideriamo ora l'espressione:
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P=+ A PA

ove £ & la matrice identitd infinita e

N b R
T T N
N
N AZVAl 2 N N
M!E - T ol .
" (0] A2 Al 0 .
N o alaTo
N 2 71
kS N R
N \ < N

Il sistema 2D & stabile se e solo se l'equazione ha come
soluzione una matrice di Toeplitz & blocchi TP associata alla
successione {PK}, che soddisfa le seguenti condizioni:

Z(Rnxn

i) {PK} & in % )

ii) TP induce in 22(cn) un prodotto interno definito positivo,

ovvero
Vi1
vT vT w7
E.. 1 Vo v--j Tp Vg >0
V1

per ogni {Vk} in zz(cn).

Osservazione 1 Se 11 sistema & stabile le matrici Pk sono i

coefficienti di Fourier della matricé P(w) che & funzione pe
riodica di w.
In particolare PO & somma della serie

T x

r§S(Al | A ) (g & A )
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Osservazione 2 La forma quadratica VTQ%&)=£%21TP3%3 definita

sulla spazio 22(Rn) pud essere pensato come una funzione di Lja

punov e la relazione

T T T %
frgiTP g = T, Xt (fgiﬁ )Ty (ﬂf(gi)

T T
=24 % * V%" ¥ g1

mostra che tale funzione decresce passando da un insieme di se

ara 3 L1 P i LI . .
parazione %i al "successivo" €.,

2.3 Legame ingresso-uscita e stabilitd BIBO

Alle successioni{u(h,k)}, {x(h,k)} e {y(h,k)} si associa

no rispettivamente le serie formali di potenze

h_k

h k
) = . u(h,k) =z Z, 4 ) = h;ky(h'k) 27 2,

o 1 ¥(z

ulz) .2, 1'%

_ h k
e X{zl,zz) = h?kx(h,k) Z17 25 o

In base all'equazione ricorsiva 1, assumendo un insieme
di separazione ¢ tale che il supporto di u sia contenuto nel

futuro di € e ﬂ% nullo, l'espressione di Y(zl,zz) & la se-

guente:

_ - _ =1
Y(Zl'z2) = (I-Ajz, Azzz)

4 (Blzl+B222) U(zl,zz)

. ) . — - - _l "
La funz;one razionale G(zl,zz)— (T Alzl Azzz) (B121+B232)
@ la funzione di trasferimento del sistema e rappresenta la ri
sposta all'ingresso u(h,k)=1 per h=k=0 e u(h,k)=0 per (h,k)#
$(0,0).

Il sistema 1 & BIBO stabile se in corrispondenza ad in-

gressi limitati e stato globale nullo, l'uscita &'limitata. A
differenza di quanto avviene per i sistemi 1-D la stabilita

BIBO non dipende soltanto_dal denominatore della funzione di

z.)= Eiiilfz) (si sumono coprimi)
1%2°7 qUEZ,T assd skl b '

2
.81 ha infatti che, indicatec con ;U il toro

trasferiménto G (z
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Ty = {(zl,zz)e CxC |Zli=|22l= 1}

stabilit3d BIBO = q(zi,zz) + 0 in 93 - T

stabilitd BIBO & q(z,z,) + 0 in ﬂl

2.4 Realizzazione

Data una funzione razionale F(zl,zz), il problema della
sua realizzazione consiste nél trovare un sistema 2-D la cui
funzione di trasferimento sia F(zl,zz).

Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione

razionale F(zl,22)=p(z /q{zl,zz) con p e g coprimi sia

1122)
realizzabile & che q(0,0)40 e p(0,0)=0.

Mentre esistono algoritmi lineari per costruire realizza
zioni raggiungibili e osservabili, non esistono in generale
algoritmi lineari per trovare realizzazioni minime. In propo
sito si deve osservare che le realizzazioni raggiungibili e
osservabili non sono necessariamente minime e che la dimensio
ne delle réalizzazioni minime pud dipendére dal corpo sul qua
le vengono costruite e che possono esistere realizzazioni mini

me non legate da trasformazioni di similarita.
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i dell =— =—A
2.5 Modello 2 con AO A A AzAL

La trattazione del modello 2 & sostanzialmente simile &
guella del modello,l. Un discorso a parté pud essere fatto
per la sottoclasse dei sistemi di tipo 2 nei quali Al e A2
commutano e AO=-A1A2. Questi sistemi realizzano tutte e sole
le funzioni razionali il cui denominatore & il prodotto di un
9° Molti aspetti della

teoria dei sistemi 1-D, che in generale non si possono esten

polinomio in Z; per un polinomio in z

dere ai sistemi 2-D; si estendono invece a quésta sottoclas

se. Si nota in particolare

i) la matrice di Hankel ha rango finito e coincidente con
la dimensione delle realizzazioni minime entro la stes
sa clasée;

'ii) 1le realizzazioni minime sono simili,;

iii) le condizioni di stabilitd si riducono a condizioni di
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stabilitd separatamente su Al e Az.

SISTEMI SU GRUPPI LIBERI

Un altro tipo di sistemi dinamici definiti su insieme
parzialmente ordinato & quello costituito da sistemi su grup
pi liberi. In gquesto caso l'insieme dei tempi & il gruppo
libero G generato da un alfabeto finito E che, per sempli
citd, si suppone conteneré solc due elementi: & = {El,gz}.

Un modo di costruire il gruppo liberoc G |, associato a E
& di considerare l'insieme {51,52,53,54} contenente E e di
costruire il monoide libero {51,52,g3,54}* modulo le rela-
zioni di commutazione E153=£3£l=£2£4=£452=e.

Si ottiene una struttura di gruppo, in cui

- e & l'elemento identico
- 53 e 54 sono inversi di El e 52 rispettivamente
- ogni elemento & unicamente rappresentatc da una parola di
x . .
{51,52,53,54} ‘1n cui El e &2 non sono predecessori o suc
cessorl immediati di €3 e 54 rispettivamente
- la moltiplicazicne & indotta dalla concatenazione in
GRS
17=2'=3">4 -1 ~T
Nel seguitec si scriverd direttaméente El per £3 e £
i EE : ;oo E_ * = Ly EA,—1y-1
per £,. I monoidi liberi & = = {El,éz} e [E )TELETSES )
sonc contenuti in G.

*

Dati due elementi a e b in G, si conviene di scrivere
a < b se b=ap con p €E x. In guesto modo il gruppe G &
parzialmente ordinato dalla relazione < e (G ,<) viene assun
to come insieme dei tempi.

Dato un elemento a in G si conviene di chiamare "pas
sato di a" l'insieme Pa={b:a=bc,ce 5 *_{e}} e 11 "futuro di

a" l'insieme Fa = {b:b=ac, ce E *}



318

Il passato di a & rappresentato dall'albero convergente

in a mentre il futuro dall'albero che parte da a.

La struttura di un sistema lineare invariante, di dimen
sione finita, con insieme dei tempi dato dal gruppo libero
(G ;<) & rappresentata dalle seguenti equazioni:

A x(ag]h)+a,x (a1 +B u(ag [ +B,u (a8 ?)

x(a) 5

il

y(a) Cx(a)
ove x(a)e R" 2 chiamato stato locale nel punto a.

Per le stesse motivazioni considerate per i sistemi 2-D

& qui necessario introdurre il concetto di insieme di separa-

zione. Per semplicitd si darad una definizione restrittiva di
tali insiemi che costituisce, in gqualche modo, la corrispon-
dente di quella degli insiemi %l.

Preso un elemento we G , si indica con |w| il numero in
tero (non necessariamente positivo) ottenuto sommando il nu-
mero di El e £2 présenti in w e sottraendo gquello degli gil

=1
e £2 :

lol = @8+ e - e h) - hesh)
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Per ogni intero i l'insieme di separazione & il seguen-
te sottoinsieme di G:

€§i={w : jw| = i}

Gli elementi di G che costituiscono il futuro di %l so
no gli elementi t tali che

lt] > i.

Si verifica immediatamente che la conoscenza degli stati
locali in gi e delle funzioni di ingresso nel futuro di ?i
consentono di calcolare l'evoluzione del sistema nel futuro
di gi stesso. In particolare, lo stato in ogni punto nel fu-

turo di gi dipende da un numero finito di stati locali in Gy -
Si ha infatti

x(w) = I g ulp x(wp)
pe( E )

[wl+|pl=1

ove p:( 8 H)® s R™¥M & 41 porfismo di monoidi indotto dalle

relazioni
ey o S B
BE;T)=R,, u(E,7)=A,

(es. w(g esterte)=n a8 2,

Se si associa alla funzione -di ingresso u la serie non

commutativa

u—rH= I uWw
weG
e all'uscita y la serie

y > ¥ = I y(wWw
weG
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Allora il legame ingresso-uscita & -espresso mediante la se-

rie
3 2
0 = C(I-A&,-R,E,) "(ByL;+B,E,)

ehe & la risposta del sistema all'ingresso
‘e 1 ,w=e
u(w) = )
: =0 altrove

Si ha cosi
Y = Uo

La serie ¢ & una serie razionale non commutativa nelle inde
terminate El e 52. S5i ricorda che l'anello delle serie razio
nali non commutative in El e 52 & il pil piccolo sottoanello
dell'anello delle serie non commutative in gl e Ez che con-
tiene i polinomi e le serie inverse di ogni polinomio inverti
bile (mediante una serie).

Oltre a questa caratterizzazione astratta delle serie
razionali ne esistono numerose altre. In guesto contesto,
quella che sarad utilizzata & la seguente: una serie non commu

tativa ¢ in e & razionale se e sole se esistono un in
1 2 : —

tero n e delle matrici Al, A2 in Rnxn, B ianHXl, 2 b . mlxn
tali che
_ - 5 -1
o = | AZEZJ B

Le matrici (Al,AZ,B,C) vengono chiamate una rappresentazio=

ne di g di dimensione n. Le serie razionali non commutative

godono della proprietd caratteristica che la matrice di Hankel
costruita con i. loro coefficienti ha rango finito. Il ran-
go della matrice di Hankel H(o} associata alla serie o coin
cide con la dimensione minima delle rappresentazioni di o.

A differenza di quanto avviene per le serie razionali
commutative in due indeterminate, per le gquali il rango del
la matrice di Hankel non di in generale informazioni circa

la dimensione della realizzazione minima, cid che rende im-
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possibile l'estensione diretta dell'algoritmo di He, in gue-
sto caso & possibile costruire tutte le rappresentazioni mini
me ricorrendo ad un algoritmo di Ho generalizzato.

Per quanto riguarda le proprietd strutturali di questi
sistemi, le nozioni di raggiungibilitd e di osservabilita
locale possono essere introdotte in modo analogo a quello
sequito per 1 sistemi 2-D.-Cid porta a considerare le seguen

ti matrici di raggiungibilitd e di osservabilitai.

= P | ' 1 i v n-1
A [BL Bt BrBi M BalfaByr Sl teen v ) By Bz]
(=]
=
ca
o= |2
An=1
cia™

Il sottospazio di stato raggiungibile & cosi 1'immagine di %

e il sottospazio non osservabile & il nucleo di 0.
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