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Sistemi e ...

“Il tutto è maggiore della somma delle parti" (Aristotele)

Sistema:

Un sistema può essere definito come l’unità fisica e funzionale, costituita
da più parti (tessuti, organi od elementi ecc.) interagenti (od in relazione
funzionale) tra loro (e con altri sistemi), formando un tutt’uno in cui,
ogni parte, dà un contributo per una finalità comune od un target
identificativo di quel sistema.

(Wikipedia - http://it.wikipedia.org)
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Figure 2.11: Schematic diagrams for different disciplines. Each diagram is used to illustrate

the dynamics of a feedback system: (a) electrical schematics for a power system [Kun93], (b)

a biological circuit diagram for a synthetic clock circuit [ASMN03], (c) a process diagram for

a distillation column [SEM04] and (d) a Petri net description of a communication protocol.
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Figure 2.12: Standard block diagram elements. The arrows indicate the the inputs and outputs

of each element, with the mathematical operation corresponding to the blocked labeled at the

output. The system block (f) represents the full input/output response of a dynamical system.
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... Modelli

Modello:

Un modello è una rappresentazione di un oggetto o di un fenomeno, che
corrisponde alla cosa modellata per il fatto di riprodurne alcune
caratteristiche o comportamenti fondamentali in modo tale che questi
aspetti possano essere mostrati, studiati, conosciuti laddove l’oggetto
modellato non sia direttamente accessibile.

(Wikipedia - http://it.wikipedia.org)

Modelli fisici: in scala ridotta come navi, dighe, aeroplani

Modelli matematici: relazioni matematiche che descrivono
quantitativamente il comportamento del sistema

Modelli verbali: descrizione qualitative tramite linguaggio di un
fenomento

Modelli grafici: schemi, relazioni tra le parti, flusso di informazione



Modelli Matematici

Vantaggi:
Descrizione sintetica di un fenomeno
Descrizione non ambigua di un fenomeno
Riproducibilità: possibilità di riprodurre il
fenomeno in maniera ripetibile e su PC
Analisi quantitativa: possibilità di
analizzare le proprietà di un modello
Accessibilità: possibilità di modificare e
testare il modello
Universali: utilizzati in tutte le aree della
scienza e dell’ingegneria

Problematiche:
Quando un modello matematico è un
buon modello ?
Come costruire un modello matematico?

In pratica, tutti i modelli sono sbagliati, ma alcuni sono utili

(George Box - statistico)
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Sistemi e modelli dinamici

Sistemi dinamici

Sono sistemi che evolvono nel tempo, caratterizzati da un insieme di
segnali di ingresso e di uscita. In particolare l’uscita(effetto) all’istante t
di un sistema dinamico dipende dalla storia passata degli ingressi(cause)
del sistema. Sono tipicamente modellizzati tramite equazioni differenziali
e variabili di stato.

Modello matematico per sistemi dinamici (tempo continuo)

dx

dt

(t) = f (x(t), u(t), t)

y = h(x(t), u(t), t)

x , u, y sono vettori

u - controlli, disturbi, rumore

x - non accessibile direttamente

f , h - funzioni statiche (anche non lineari)
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Come si costruisce un modello matematico?

Scatola trasparente: si usano leggi
costruttive del fenomeno
(fisiche,biologiche,chimiche,etc) per
derivare il modello matematico

Scatola grigia: si usano leggi
costruttive del fenomeno e misure
sperimentali {u(t), y(t)} per stimare
alcuni parametri non noti (massa,
costante di degradazione, etc..)

Scatola nera (Modelli di dati): si usano
solamente delle misure sperimentali di
{u(t), y(t)}



Approccio White-Box (1/2)

Scatola trasparente

Il sistema é decomposto in componenti elementari di cui si conosce il modello
matematico tramite i principi fondamentali delle scienze (fisica, biologia,
chimica, ecc..) ed il valore esatto dei parametri coinvolti (massa, costanti di
decadimento, coefficienti di attrito, ecc..).

m1ẍ1 = �k1(x1 � x2)� d1(ẋ1 � ẋ2)

m2ẍ2 = k1(x1 � x2) + d1(ẋ1 � ẋ2)� k2(x1 � u)

y = x1

Variabili: x1 altezza auto, x2 altezza sospensione,
u altezza profilo stradale
Parametri: k1 costante elasica sospensione, k2 costante
elastica pneumatico, d1 coefficiente attrito sospensione



Approccio White-Box (2/2)

Vantaggi:
Non servono dati sperimentali
Facilità nel modificare il modello (nell’esempio: aggiungere un
termine di attrito per il pneumatico)

Svantaggi:
Spesso si devono fare ipotesi semplificative (nell’ esempio:
considerare un modello lineare dell’attrito)
Poco accurato se i parametri del modello non sono noti (nell’esempio:
pressione aria pneumatico che influenza costante elastica k2)
Sistemi con molte componenti portano a modelli complessi con
molte equazioni anche se il comportamento globale è “semplice"
A volte le leggi costruttive elementari non sono note (molti esempi in
economia, biologia, ecologia, ecc...)



Approccio Gray-Box (1/2)

Scatola grigia

Si conoscono (almeno parzialmente) principi fondamentali delle scienze che
regolano il sistema ma il valore dei parametri coinvolti non è noto.

Equazioni del modello:

m1ẍ1 = �k1(x1 � x2)� d1(ẋ1 � ẋ2)

m2ẍ2 = k1(x1 � x2) + d1(ẋ1 � ẋ2)� k2(x1 � u)

y = x1

Identificatione: Si utilizzano i dati di
ingresso/uscita {u(t), y(t)}T

t=0 e le equazioni del
modello per ricavare il valore esatto dei parametri
k1, k2, d1



Approccio Gray-Box (2/2)

Vantaggi:
Modello più accurato
Permette di ricavare il valore di parametri non misurabili direttamente
Interpretazione chiara delle varie variabili in gioco

Svantaggi:
Necessità di raccogliere i dati
Spesso il calcolo dei parametri richiede una complessa ottimizzazione
non-lineare
Efficace in genere solo se numero parametri è piccolo
Problemi di identificabilità dei parametri (esempio se k1 = L e
d1 = Lb, L-lunghezza sospensione, -costante elastica per unità di
lunghezza, b-coefficiente d’attrito per unità di lunghezza, si vuole
trovare valori di , L, b).



Approccio Black-Box (1/2)

Scatola nera (Modelli di dati)

Non si conoscono i principi fondamentali che regolano il fenomeno, oppure sono
troppo complessi e si crea un modello matematico solamente a partire dai dati
sperimentali.

Dati disponibili: Il profilo del terreno {u(t)} (o
sua descrizione statistica) e l‘altezza del veicolo
{y(t)} campionati a t = kT , dove T è il tempo di
campionamento, quindi i dati sono
D = {(u1, y1), (u2, y2), . . . , (uN , yN)}.

Identificatione: Si utilizzano solo i dati di
ingresso/uscita D per ricavare un modello
matematico (tipicamente lineare)



Approccio Black-Box (2/2)

Vantaggi:
Modello che descrive solo i fenomeni più rilevanti
Buone capacità predittive
Universale in quanto non richiede conoscenza sulla natura dei dati

Svantaggi:
Necessità di raccogliere i dati
Poco efficace se il modello originale è fortemente non-lineare
Variabili in gioco non hanno significato fisico (differentemente da
gray/white-box)
Molto variabile se dati disponibili sono pochi e/o rumorosi



Obiettivi del corso

16 CHAPTER 1. INTRODUCTION

Figure 1.12: The wiring diagram of the growth-signaling circuitry of the mammalian

cell [HW00]. The major pathways that are thought to play a role in cancer are indicated

in the diagram. Lines represent interactions between genes and proteins in the cell. Lines

ending in arrowheads indicate activation of the given gene or pathway; lines ending in a

T-shaped head indicate repression. (Used with permission of Elsevier Ltd. and the authors.)

nity is the science of reverse (and eventually forward) engineering of biological

control networks such as the one shown in Figure 1.12. There are a wide variety

of biological phenomena that provide a rich source of examples of control, includ-

ing gene regulation and signal transduction; hormonal, immunological and cardio-

vascular feedback mechanisms; muscular control and locomotion; active sensing,

vision and proprioception; attention and consciousness; and population dynamics

and epidemics. Each of these (and many more) provide opportunities to figure out

what works, how it works, and what we can do to affect it.

One interesting feature of biological systems is the frequent use of positive feed-

back to shape the dynamics of the system. Positive feedback can be used to create

switchlike behavior through autoregulation of a gene, and to create oscillations such

as those present in the cell cycle, central pattern generators or circadian rhythm.

Ecosystems. In contrast to individual cells and organisms, emergent properties

of aggregations and ecosystems inherently reflect selection mechanisms that act on

multiple levels, and primarily on scales well below that of the system as a whole.

Because ecosystems are complex, multiscale dynamical systems, they provide a

broad range of new challenges for the modeling and analysis of feedback systems.

Recent experience in applying tools fromcontrol and dynamical systems to bacterial

networks suggests that much of the complexity of these networks is due to the

presence of multiple layers of feedback loops that provide robust functionality

Modelizzazione di sistemi dinamici tramite modelli matematici
(Identificazione white-box)

Analisi qualitativa e quantitativa di sistemi dinamici regolati da
equazioni differenziali

Identificazione gray-box dei parametri incogniti di un sistema
dinamico a partire da dati fisici (misure) e stima dei segnali di
ingresso tramite deconvoluzione.



Modellizzazione
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Esempi di sistemi dinamici da Ingegneria Informatica, Ingegneria
delle Telecomunicazioni, Bioingegneria, Ingegneria Elettronica,
Ingegneria dell’Automazione

Definizioni di classi di modelli matematici per sistemi dinamici



Analisi (1/4): Sistemi Lineari Autonomi a tempo continuo
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Figure 4.4: Equilibrium points for an inverted pendulum. An inverted pendulum is a model

for a class of balance systems in which we wish to keep a system upright, such as a rocket (a).

Using a simplified model of an inverted pendulum (b), we can develop a phase portrait that

shows the dynamics of the system (c). The system has multiple equilibrium points, marked

by the solid dots along the x2 = 0 line.

this can be inferred from the lengths of the arrows in the vector field plot).

Equilibrium Points and Limit Cycles

An equilibrium point of a dynamical system represents a stationary condition for

the dynamics. We say that a state xe is an equilibrium point for a dynamical system

dx

dt
= F(x)

if F(xe) = 0. If a dynamical system has an initial condition x(0) = xe, then it will

stay at the equilibrium point: x(t) = xe for all t � 0, where we have taken t0 = 0.

Equilibrium points are one of the most important features of a dynamical sys-

tem since they define the states corresponding to constant operating conditions. A

dynamical system can have zero, one or more equilibrium points.

Example 4.4 Inverted pendulum

Consider the inverted pendulum in Figure 4.4, which is a part of the balance system

we considered in Chapter 2. The inverted pendulum is a simplified version of the

problem of stabilizing a rocket: by applying forces at the base of the rocket, we

seek to keep the rocket stabilized in the upright position. The state variables are

the angle � = x1 and the angular velocity d�/dt = x2, the control variable is the

acceleration u of the pivot and the output is the angle � .
For simplicity we assume thatmgl/Jt = 1 andml/Jt = 1, so that the dynamics

(equation (2.10)) become

dx

dt
=

�
��� x2
sin x1 � cx2 + u cos x1

�
��� . (4.5)

This is a nonlinear time-invariant system of second order. This same set of equa-

tions can also be obtained by appropriate normalization of the system dynamics as

illustrated in Example 2.7.
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Figure 4.5: Phase portrait and time domain simulation for a system with a limit cycle. The

phase portrait (a) shows the states of the solution plotted for different initial conditions. The

limit cycle corresponds to a closed loop trajectory. The simulation (b) shows a single solution

plotted as a function of time, with the limit cycle corresponding to a steady oscillation of

fixed amplitude.

We consider the open loop dynamics by setting u = 0. The equilibrium points

for the system are given by

xe =
�
���±n�

0

�
��� ,

where n = 0, 1, 2, . . . . The equilibrium points for n even correspond to the pendu-
lum pointing up and those for n odd correspond to the pendulum hanging down. A

phase portrait for this system (without corrective inputs) is shown in Figure 4.4c.

The phase portrait shows �2� � x1 � 2� , so five of the equilibrium points are
shown. �

Nonlinear systems can exhibit rich behavior. Apart from equilibria they can also

exhibit stationary periodic solutions. This is of great practical value in generating

sinusoidally varying voltages in power systems or in generating periodic signals for

animal locomotion. A simple example is given in Exercise 4.12, which shows the

circuit diagram for an electronic oscillator. A normalized model of the oscillator is

given by the equation

dx1

dt
= x2 + x1(1� x21 � x22),

dx2

dt
= �x1 + x2(1� x21 � x22). (4.6)

The phase portrait and time domain solutions are given in Figure 4.5. The figure

shows that the solutions in the phase plane converge to a circular trajectory. In the

time domain this corresponds to an oscillatory solution. Mathematically the circle

is called a limit cycle. More formally, we call an isolated solution x(t) a limit cycle
of period T > 0 if x(t + T ) = x(t) for all t � R.
There aremethods for determining limit cycles for second-order systems, but for

general higher-order systemswe have to resort to computational analysis. Computer

algorithms find limit cycles by searching for periodic trajectories in state space that



Analisi (3/4): Sistemi non autonomi e a tempo discreto

Sistema a regime

Funzioni di trasferimento

Trasformata Zeta

Analogie e differenze tra modelli
a tempo continuo e discreto
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Figure 3.11: Feedback control of a web server. Connection requests arrive on an input queue,

where they are sent to a server process. A finite state machine keeps track of the state of the

individual server processes and responds to requests. A control algorithm can modify the

server’s operation by controlling parameters that affect its behavior, such as the maximum

number of requests that can be serviced at a single time (MaxClients) or the amount of

time that a connection can remain idle before it is dropped (KeepAlive).

Figure 3.11 illustrates the use of feedback to modulate the operation of an

Apache web server. The web server operates by placing incoming connection re-

quests on a queue and then starting a subprocess to handle requests for each accepted

connection. This subprocess responds to requests from a given connection as they

come in, alternating between a Busy state and a Wait state. (Keeping the sub-

process active between requests is known as the persistence of the connection and

provides a substantial reduction in latency to requests for multiple pieces of infor-

mation from a single site.) If no requests are received for a sufficiently long period

of time, controlled by the KeepAlive parameter, then the connection is dropped

and the subprocess enters an Idle state, where it can be assigned another connec-

tion. A maximum of MaxClients simultaneous requests will be served, with the

remainder remaining on the incoming request queue.

The parameters that control the server represent a trade-off between perfor-

mance (how quickly requests receive a response) and resource usage (the amount

of processing power andmemory used by the server). Increasing theMaxClients

parameter allows connection requests to be pulled off of the queue more quickly

but increases the amount of processing power and memory usage that is required.

Increasing the KeepAlive timeout means that individual connections can remain

idle for a longer period of time, which decreases the processing load on themachine

but increases the size of the queue (and hence the amount of time required for a user

to initiate a connection). Successful operation of a busy server requires a proper

choice of these parameters, often based on trial and error.

To model the dynamics of this system in more detail, we create a discrete-time

model with states given by the average processor load xcpu and the percentage

memory usage xmem. The inputs to the system are taken as the maximum number

of clients umc and the keep-alive time uka. If we assume a linear model around the
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Figure 1.3: Components of a computer-controlled system. The upper dashed box represents

the process dynamics, which include the sensors and actuators in addition to the dynamical

system being controlled. Noise and external disturbances can perturb the dynamics of the

process. The controller is shown in the lower dashed box. It consists of a filter and analog-to-

digital (A/D) and digital-to-analog (D/A) converters, as well as a computer that implements

the control algorithm. A system clock controls the operation of the controller, synchronizing

the A/D, D/A and computing processes. The operator input is also fed to the computer as an

external input.

A modern controller senses the operation of a system, compares it against the

desired behavior, computes corrective actions based on a model of the system’s

response to external inputs and actuates the system to effect the desired change.

This basic feedback loop of sensing, computation and actuation is the central con-

cept in control. The key issues in designing control logic are ensuring that the

dynamics of the closed loop system are stable (bounded disturbances give bounded

errors) and that they have additional desired behavior (good disturbance attenua-

tion, fast responsiveness to changes in operating point, etc). These properties are

established using a variety of modeling and analysis techniques that capture the

essential dynamics of the system and permit the exploration of possible behaviors

in the presence of uncertainty, noise and component failure.

A typical example of a control system is shown in Figure 1.3. The basic elements

of sensing, computation and actuation are clearly seen. In modern control systems,

computation is typically implemented on a digital computer, requiring the use of

analog-to-digital (A/D) and digital-to-analog (D/A) converters. Uncertainty enters

the system through noise in sensing and actuation subsystems, external disturbances

that affect the underlying system operation and uncertain dynamics in the system

(parameter errors, unmodeled effects, etc). The algorithm that computes the control

action as a function of the sensor values is often called a control law. The system

can be influenced externally by an operator who introduces command signals to

the system.





Indice

1 Modellistica, stabilità e risposta forzata 5
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Esercizio 1 [10 punti]

Ex 1 [10 pti]. Si considerino 3 popolazioni P1, P2, P3 che vivono nelle regioni A,B,C le cui numerosità sono indicate,

rispettivamente, con x1, x2 e x3. Si assuma che le 3 popolazioni interagiscono tra loro secondo le seguenti regole:

• nella regione A la popolazione P1 prolifica con un tasso di natalità pari ad a > 0 (cioè la velocità di crescita della

popolazione è direttamente proporzionale alla popolazione stessa, secondo un coe�ciente di proporzionalità a);

• vi è un flusso dalla regione A verso la regione C con costante di proporzionalità b

• un flusso dalla regione C con costante c entra nella regione B;

• il flusso che proviene dal mondo esterno ad A,B,C è associato all’ingresso del sistema u(t) ed entra sia in B che in C;

• viene monitorata la sola quantità x1(t), che rappresenta quindi l’uscita del sistema

Si considerino i due punti seguenti.

1. Si scriva un modello a tempo continuo per descrivere la dinamica delle 3 popolazioni.

2. Assumendo a = b, b 6= 0, c 6= 0 si calcolino i punti di equilibrio del sistema con ingresso costante u(t) = 1.

RIPORTARE LE SOLUZIONI DEI PUNTI 1 E 2 ALL’INTERNO DI QUESTO RIQUADRO

1) Modello: 2) Pti di equilibrio:

RIPORTARE SOTTO IL PROCEDIMENTO SEGUITO PER OTTENERE LE SOLUZIONI

Pillonetto, Bruschetta Esempio Appello Controlli Automatici
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Esercizio 2 [10 punti]
Si consideri il sistema di controllo

W (s) =

100K
1+10s

d(t)

Kb

r(t) e(t) y(t)

�

Si assuma K = Kb = 1.

1. Sia r(t) = ��1(t) e d(t) = 0.1��1(t). Si determini l’istante tr in cui l’uscita y(t) raggiunge il 90% del suo valore finale

y1.

2. Si assuma r(t) = ��1(t) e assenza di disturbo. Si calcoli di quanto varierebbe in percentuale il nuovo valore y1 ottenuto

sotto queste nuove ipotesi se ci fosse una variazione del 5% di K.

RIPORTARE LE SOLUZIONI DEI PUNTI 1 E 2 ALL’INTERNO DI QUESTO RIQUADRO

1) Istante tr: 2) Variazione percentuale:

RIPORTARE SOTTO IL PROCEDIMENTO SEGUITO PER OTTENERE LE SOLUZIONI

Pillonetto, Bruschetta Esempio Appello Controlli Automatici
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C(s) G(s)

ur e y

�

y

Figure 1: Sistema retroazionato T (s) = Y (s)
R(s) .

Esercizio 3 [13 punti]

Si consideri il sistema retroazionato rappresentato in Fig. 1 e sia G(s) = 10

s+100
(s+1)(s+10)2 .

1. Si traccino i diagrammi di Bode di G(s).

2. Si consideri un controllore P, C(s) = KP > 0. Utilizzando i diagrammi tracciati al punto precedente, si trovi il valore

minimo (

¯KP ) di KP tale per cui il criterio di Bode é applicabile. Si studi (utilizzando il Criterio di Bode) la stabilitá

asintotica del sistema retroazionando nei casi:

(A) KP = 0.2;

(B) KP = 10.

3. Si consideri un generico controllore C(s); si progetti C(s) in modo da soddisfare le seguenti specifiche:

• errore a regime in risposta al gradino di ampiezza unitaria e10  1
11 ;

• pulsazione di attraversamento !c = 1

rad
sec ;

• margine di fase �m � 65.

1

Esercizio 3 [13 punti]

Si consideri il sistema retroazionato rappresentato in Figura e sia

G(s) = 10

s+ 100

(s+ 1)(s+ 10)

2
.

Si indica con T (s) il sistema retroazionato T (s) = Y (s)
R(s) .

1. Si traccino i diagrammi di Bode di G(s).

2. Si consideri un controllore P, C(s) = KP > 0. Utilizzando i diagrammi tracciati al punto precedente, si trovi il

valore minimo (

eKP ) di KP tale per cui il criterio di Bode é applicabile. Si studi la stabilitá asintotica del sistema

retroazionando T (s) nei casi: (A) KP = 0.2 e (B) KP = 10.

3. Si consideri un generico controllore C(s); si progetti C(s) in modo da soddisfare le seguenti specifiche:

• errore a regime in risposta al gradino di ampiezza unitaria e10  1
11 ;

• pulsazione di attraversamento !c = 1

rad
sec ;

• margine di fase �m � 65

�
.

Soluzione

Pillonetto, Bruschetta Esempio Appello Controlli Automatici
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Appendice

Trasformate Notevoli di Laplace

Nella seguente tabella vengono riportate le trasformate di Laplace più utilizzate.
Viene usata la seguente notazione:

f(t)
trasformata! F (s) = L[f(t)]

F (s)
antitrasformata! f(t) = L�1

[F (s)]

�(t) = delta di Dirac

��1(t) =

⇢
0 t < 0

1 t � 0

f(t) F (s)
�(t) 1

�(t � ⌧) e�⌧s

��1(t)
1
s

��1(t � ⌧)

1
s

e�⌧s

t��1(t)
1
s

2

tn��1(t) n 2 N n!
s

n+1

e�↵t��1(t)
1

s+↵

tne�↵t��1(t)
n!

(s+↵)n+1

(1 � e�↵t

)��1(t)
↵

s(s+↵)

sin(!t)��1(t)
!

s

2+!

2

cos(!t)��1(t)
s

s

2+!

2

sinh(↵t)��1(t)
↵

s

2�↵

2

cosh(↵t)��1(t)
s

s

2�↵

2)

e�↵tsin(!t)��1(t)
!

(s+↵)2+!

2

e�↵tcos(!t)��1(t)
s+↵

(s+↵)2+!

2

Comandi di base MATLAB per i Controlli Automatici

MATrix LABoratory (MATLAB R�) è un software per il calcolo numerico (vetto-
riale e matriciale) nato negli anni ’70 e sviluppato come software commerciale
dal 1984 da MathWorks. MATLAB R� è estramemente diffuso, con applicazioni
in: sistemi di controllo, comunicazioni, progettazione elettronica, ottimizzazione,
statistica, biologia computazionale, finanza, elaborazione di immagini, calcolo

TRASFORMATE DI LAPLACE NOTEVOLI
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