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Esercizio 1. Si consideri il sistema a tempo discreto non lineare descritto dalla seguente
equazione di stato:

zi(t+1) = filzi(t),z2(t),u(t) = [dz1(t)* + 3z2(t)*)21 () — 21 (t)u(t),
To(t+1) = folw1(t), 22(t),u(t)) = (41 (t)* + 3zo(t)?)za(t) — za(t)u(t),  t € Z.

i) Si determinino, per 4 > —1, i punti di equilibrio del sistema in corrispondenza all’ingresso
costante u(t) = u,t € Z;
[Suggerimento: in alcuni casi non occorre il calcolo esplicito dei punti di equilibrio e puo
essere utile cercare di darne una rappresentazione grafica sul piano (x1,x2)];

ii) [solo per IG e IMC 6CFU]
per u = 0, si determini il modello linearizzato del sistema in corrispondenza a ciascuno dei
punti di equilibrio (generici) e se ne discuta la stabilita;

iii) [solo per IMC 9CFU]
per @ = 0 si discuta la stabilita asintotica del sistema nell’origine ricorrendo al Criterio di
Lyapunov: si consideri a tale proposito la funzione V(xq,22) = axy — ¥)? + B(xa — 6)?,
per opportuni valori dei parametri {«, (3,7, 0}(da determinare).

Esercizio 2. Si consideri il seguente sistema a tempo continuo:

0 2 0 -1
z(t) = Fz(t)=1|1 1 0 |z(@)+ | 1 | u(?),
01 -1 0

y(t) = Haz@®)=[0 1 0]z(t), t>0.

i) Si progetti, se possibile, uno stimatore asintotico di guadagno L che attribuisca alla di-
namica dell’errore di stima tutti e soli i modi e~* ed e~?;

ii) con riferimento alla matrice F'+LH determinata al punto precedente, si determini ’espressione
di e(t), Uerrore di stima al generico istante ¢, in funzione della generica condizione iniziale

e(0);

iii) si progetti, se possibile, un controllo in retroazione dallo stato che renda il sistema retroa-
zionato BIBO stabile.

Esercizio 3. Si consideri il sistema a tempo discreto descritto dalle seguenti equazioni:

1 -1 0 0 1
z(t+1) = Fzx(t)+Gut)=12 0 alz@)+ |1 0
1 0 3 0 0

y(t) = Hz(t)=[1 0 0]=z(t), t>0,



dove a & un parametro reale.
i) Si determini per quali valori di a il sistema & osservabile e/o ricostruibile.
Si ponga a = 0 nel seguito dell’esercizio:

ii) si progetti, se possibile, un regolatore asintotico in modo tale che la matrice del sistema
complessivo (sistema di partenza piu regolatore) abbia tutti gli autovalori pari a 1/2;

iii) si determini la matrice di stato e la funzione di trasferimento del sistema complessivo
(sistema di partenza piu regolatore) in corrispondenza al controllore ed allo stimatore
determinati al punto ii).

NOTA: Le risposte precedenti vanno adeguatamente giustificate, con cio intendendo che sia
nel caso in cui il controllore/stimatore esista sia nel caso in cui non esista devono essere fornite
le motivazioni teoriche per affermare I’esistenza o la non esistenza di tale controllore/stimatore.

Teoria. Dato un sistema 3 = (F, G, H) e il corrispondente sistema retroazionato X = (F +
GK,G,H), si enuncino e si dimostrino le proposizioni sulla raggiungibilita/non raggiungibilita
di X i a partire dalle corrispondenti proprieta del sistema .



SOLUZIONI

Esercizio 1. i) [3 punti] Le equazioni che permettono di identificare i punti di equilibrio
Xe = (Z1e, T2e) in corrispondenza all’ingresso costante @ sono

2 2 _
e = (4o, +325,)T1c — T1,
2 2 _
xoe = (4af, + 3x5.)x2, — T2,

da cui si ottiene ) )
{ (45516 + 3$2€ —Uu— 1)%16 = 0,

(423, + 323, — 1@ — 1)z9. = O.
Distinguiamo due casi a seconda del valore di u. Se u = —1, allora si ha un unico punto
di equilibrio x, = (0,0). Se invece u > —1, in aggiunta al punto di equilibrio nell’origine

xe = (0,0), sono punti di equilibrio tutti i punti dell’elisse descritta dall’equazione
4a? + 322 =+ 1,

ellisse sul piano (z1,x3), centrata nell’origine e con semiassi pari rispettivamente a 4/ IJFT“ e

1+a
3 -

ii) [4 punti] Le equazioni del sistema non lineare sono del tipo

{ﬂfl(t‘irl) = fi(z1(t), 22(t), u(t))
ra(t+1) = fa(z1(t), v2(t), u(t)),

e per u(t) = u = 0 tale sistema presenta come punti di equilibrio x, = (0,0) e il generico punto
Xe = (T1¢, T2¢) che soddisfa all'equazione 422, + 323, = 1. 1l sistema linearizzato in un intorno
di un generico punto di equilibrio ad ingresso costante u assume la forma

dx(t+1) = Fox(t) + Gou(t)

per 'equazione di stato, dove

roh 9h

F = o O _ 121’%6 + 3136 —u 6%16.’1'25 .
B - 8 422+ 922 — @ ’
of  0f TieTae 2§, + 923, —a ]|, .
_8x1 8m2 Xe,U
FOf1
ou
—X
G = — |: le:|
% _:1;26 xe7ﬁ
L Ou Xe,U

Pertanto nel punto di equilibrio x, = (0,0) per 4 = 0 abbiamo

3 o2}



mentre nel generico punto di equilibrio sull’elisse abbiamo

F— 8%%6 +1 6x1ex2 :| G = |:—x15:|

T | 87yemoe 623, +1 —T9e

Per quanto riguarda lo studio della stabilita si vede che lorigine & asintoticamente stabile (la
matrice F' presenta in questo caso due autovalori in zero), mentre il sistema linearizzato attorno
al generico punto dell’elisse risulta instabile. Infatti in questo caso il polinomio caratteristico
relativo alla matrice F' risulta pari a:

Ap(z) = (z—8x%, —1)(z— 623, — 1) — 48z 120
= 2% 4 2(—82%, — 623, — 2) + (487 10w9 + 823, + 623, + 1 — 4831.79,)
= 224 2(—2(42%, 4323, — 1) —4) + (2(423, + 323, — 1)+ 3)
= 22 —42+3

che presenta due autovalori costanti e pari a 1 e 3 (e quest’ultimo autovalore indica instabilita).
iii) [3.5 punti] La funzione V(z1,72) = a(x1 — )% + B(x2 — §)? deve risultare nulla nel punto

d’equilibrio x. = (0,0) e positiva in un suo intorno, pertanto una buona scelta di parametri
risulta essere: a > 0, 5 > 0, v = § = 0. Considerando poi la funzione

AV(l‘l, :Eg) = V(l‘l(t + 1), :Eg(t + 1)) - V(l‘l(t), :Eg(t)),
si ottiene:

AV(z1,m2) = azq(t+1)% + Bro(t + 1) — axq(t)? — Baa(t)?
= o4z + 395%)951)2 + B (427 + 395%)3:2)2 —ari(t)? — Bra(t)?
(az + Ba3) ((4af + 323)* — 1),

il cui primo fattore & positivo. Il secondo fattore risulta negativo per tutti i punti interni all’ellisse
422 + 322 = 1, che corrispondono a un intorno di x.. AV risulta definita negativa e pertanto
l'origine risulta punto di equilibrio asintoticamente stabile.

Esercizio 2. i) [3.5 punti] E immediato verificare che il sistema si trova in forma standard di
osservabilita, dal momento che la coppia

= ([3 3]0 1)

¢ osservabile, e la matrice Fho del sottosistema non osservabile & pari a Fyy = [—1]. Pertanto ¢
possibile allocare come polinomio caratteristico della matrice F'4+ L H tutti e soli i polinomi multi-
pli di Ap,,(s) = s+1. Ora la richiesta sui modi di F'+ LH corrisponde alla richiesta di attribuire
come polinomio minimo di F+LH il polinomio ¢4 (s) = (s+1)(s+2). Tale polinomio minimo
& compatibile con due polinomi caratteristici, entrambi allocabili: Apipg(s) = (s + 1)%(s + 2)



e Apyru(s) = (s +1)(s +2)2 Ora, se attribuisco alla matrice L la struttura parametrica
L=[a b ¢]",lamatrice F 4+ LH diventa

0 24+a O
F+LH=1|1 1+b 0
0 14c¢ -1

ed ¢ immediato vedere che attribuendo a c il valore —1 la matrice diventa diagonale a blocchi,
ovvero

0 24a 0
FeLH=|1 14p o |= |t b0
0 0 -1

Se allora attribuiamo alla matrice F1; + L1 H; il polinomio caratteristico (s + 1)(s + 2), per la
struttura diagonale a blocchi di F'+ LH saremo certi che la forma di Jordan di F' + LH sia

-2 0 0
J=10 -1 0
0 0 -1

e quindi che la matrice abbia esattamente i modi desiderati. Imponiamo, quindi,
Apypim(8) =8 —(1+b)s—(2+a)=(s+1)(s+2) =s*+35+2,

ottenendo @ = b = —4. Si ha, in tal modo, L = [—4 —4 —1]'.

ii) [3 punti] La matrice F'+ LH determinata al punto precedente ¢ pari a

0 -2 0
F+LH=|1 -3 0
0 0 -1
e la sua forma di Jordan & pari a
-2 0 0
J=]10 -1 0
0 0 -1

Cio significa che la matrice T di cambio base sara del tipo
T = [Ul (%) ’Ug] 5

con v1 autovettore relativo a —2 e vy e v due autovettori linearmente indipendenti relativi a
—1. In realta il conto puo essere significativamente semplificato, tenendo conto del fatto che
F + LH ¢ diagonale a blocchi e quindi come matrice T possiamo scegliere

o w1 Wy 0
T‘[o 0 1]’



dove wy e wy sono due autovettori in R? di Fy; 4+ L1 H; relativi, rispettivamente, a —2 e —1. Si
trovaw; =[1 1]7, wo=[2 1], da cui

e
1 2 0][e® 0 0 -1 2 0
et = Te'T =11 1 0 0 et 0 1 -1 0
0 0 1 0 0 et 0 1
2t —e2 2(e7? —e7t) 0
= et —e2 272 _ et 0
0 0 et
Pertanto
2et —e7? 27 —e7t) 0 (2e7t — e72)e1(0) + 2(e 2t — e7)ea(0)
e(t)=| et—e? 22 et 0 |e0) =] (et —e2)e1(0) + (2672 — e7)ea(0)
0 0 et etez(0)

iii) [3 punti] Calcoliamo dapprima la matrice di raggiungibilita del sistema, che risulta:

-1 2 0
R=|1 0 2|,
0 1 -1

ed ha rango pieno. Pertanto, essendo il sistema raggiungibile, possiamo rendere il sistema
retroazionato asintoticamente stabile e quindi, a maggior ragione, BIBO stabile. Assumendo
per K la forma parametrica K = [a b c], la matrice F' + GK risulta

—-a 2—-b —c
F+GK=|14a 1+b ¢ |,
0 1 -1

che per ¢ = 0 risulta triangolare a blocchi inferiore. Il polinomio caratteristico diventa Ap ;g (s) =
(s+D[(s+a)(s—1—b)—2+ab—2a+b] = (s+1)(s*+(a—b—1)s+ (—3a+b—2). Applicando
Cartesio al polinomio di secondo grado possiamo dire che il polinomio risultante ¢ di Hurwitz
seesolosea—b—1>0e—3a+b—2>0. Imponendo, ad esempio, Ar,gx(s) = (s + 1)3,
siottienea—b—1=2e —3a+b—2=1,dacui a =—-3 e b= —6. La matrice di retroazione
risulta in questo caso K = [-3 —6 0.

Esercizio 3. i) [2 punti] Il calcolo della matrice di osservabilita porge:

H 1 0 0
HF? -1 -1 -—a



E facile quindi vedere che tale matrice ha rango 3 per ogni a # 0. Quindi per ¢ = 0 non
& osservabile, mentre per tutti gli altri valori di a lo &. Certamente se & osservabile & pure
ricostruibile. Verichiamo ora se il sistema ¢ ricostruibile per a = 0. Per tale valore del parametro
a la matrice F' diventa

1 -1 0
F=1[2 0 0
1 0 1/2

e non ha autovalori nulli, quindi certamente 1'unico autovalore del sottosistema non osservabile
non puo essere nullo. Pertanto per a = 0 il sistema non ¢ nemmeno ricostruibile.

ii) [4.5 punti] E facile verificare che per a = 0 la coppia (F,H) & in forma standard di
osservabilita, giacché la coppia

e =([3 )10 )

¢ osservabile, e la matrice del sottosistema non osservabile ¢ pari a Fyy = [1/2]. Esiste pertanto
uno stimatore asintotéico che attribuisce come polinomio caratteristico di F' + LH il polinomio
AF+LH(Z) = (Z — %) .

Posto L=[L] | LJ]"=[a b | ¢] sitrova
1+a -1 0
F+LH=|2+b 0 0
c+1 0 1/2

Imponendo che Ap,, 41, 1,(2) = (2 — %)2 ovvero che

1
AF11+L1H1(2):(z—l—a)z+(2+b)222—(1+a)z+(2+b):z2—2+1,

si ottiene

con ¢ parametro arbitrario in R.

Per quanto riguarda la parte di controllo, ¢ immediato verificare che la coppia (F,G) &
raggiungibile e quindi certamente esiste un controllore K che attribuisce come polinomio carat-
teristico di F'+ GK il polinomio Ap gk (z) = (z — %)3 Posto

K — [al b1 C1 :|
a9 b2 Co
si trova
1+ay —14+b o
F+GK=|2+a b1 c1
1 0 1/2
la soluzione piu semplice consiste nell’eguagliare la precedente matrice parametrica alla matrice
/2 0 0
0 1/2 0
1 0 1/2



Si ottiene in tal modo

K:[ -2 1/2 0]

~1/2 1 0

iii) [3 punti] Ricordiamo che la matrice del sistema complessivo, nell’ipotesi di assumere come
vettore di stato [z(t)T e(t)T]", ¢ data da

/2 0 0 12 -1 0
0 1/2 0 2 —1/2 0
no _[F+GK —GK}_ 10 1/2 0 0 0
fot = 0 F+LH| | 0 0 0 1 -1 0
0 0 0 1/4 0 0
0 0 0 14c¢ 0 1/2

Per quanto concerne la funzione di trasferimento, ci ricordiamo dalla teoria che essa coincide
con quella del sistema retroazionato X = (F + GK,G, H). Si trova, pertanto,

-1

z—1/2 0 0 0 1
Wiet(2) =[1 0 0] 0 z—1/2 0 1 ol=[0 =7].
~1 0 z-1/2 0 0

Teoria. [5 punti] Si veda il libro di testo, E.Fornasini-G.Marchesini “Appunti di Teoria
dei Sistemi”, Ed. Libreria Progetto, Padova, al capitolo su Raggiungibilita e Controllabilita.



