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4.1 Analisi di Fourier

L’analisispettralecostituisceunodei piu potentistrumentidi indaginein molti campidell’ingegneria.
Il fattodi poterrappresentarsgynali complesscomesommadi funzioni semplici,tipicamentesinu-
soidi 0 esponenzialcomplessipermettedi evidenziarecaratteristichelel segnalealtrimentidifficili,
senonimpossibili, darilevare. Ad esempio parametriacusticiquali pitch (altezza)e timbro sono
generalmentettenutimediantealgoritmi operantinel dominio dellafrequenza.La decomposizione
in funzioni semplicié di grandeaiutoanchequandosi deve modificareil segnale.Poteragireseletti-
vamentesuognisingolacomponent@ermettali effettuaremanipolaziondi caratteristich@elsuono,
qualiil timbro, impraticabilicon sempliciinterventi sullaformad’onda. Unatrattazioneteoricari-
gorosadell’analisi spettraleg al di la degli scopidi questiappunti. In questasedeci concentreremo
piu sull'interpretazioe e I'uso del pit comunestrumentali indaginespettralela ShortTime Fourier
Transform(STFT), definitacometrasformatadi Fourier dipendentedal tempo. La STFT € spesso
sinonimaodi analisitempo-fequenzalocuzionecon cui intendiamouno studiocongiuntodelle carat-
teristichetemporalie spettralidel suono,cioé dell’evoluzionetemporaledei parametrispettralidel
sagnale. Perarrivare a comprenderél significatodella STFT verrannorichiamati alcuni elementi
teorici della trasformatadi Fourier A partire dalla seriedi Fourier, definita per segnali analogici,
periodici e di lunghezzainfinita, verrannointrodotte comeestensioni’integrale e la trasformatadi
Fourier Rimuovendoquindil'ipotesi di segnaleanalogicasarannalefinitela trasformatger segnali
atempodiscretoe la trasformatadiscreta(cioé a tempi e frequenzediscrete).Sullabasedelle osser
vazionifattesullatrasformatadi Fourierverrannainfine discussde principali problematicheelative
all'impiego dellaShortTime Fourier Transform.

4.1.1 Segnaleperiodico, atempo continuo, di estensionanfinita - seriedi Fourier
Siax(t) unsggnaleatempocontinuo,periodicodi periodoT e di estensionénfinita:

X(t) = x(t+mT) vme Z,t e R, (4.1)
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si dimostraallorachex(t) puod esseraappresentatda unasommapesatae in generaldnfinita) di
cosinusoidie cui frequenzesonomultiple interedi 1/T. Sihacioé’:

w 2n
X(t) = Z Crcoq wokt + @) W= — 4.2)
K=o

T
in cui il termineqy tienecontodella”posizione"dellak — esimacosinusoide Unaformaalternatva,
pit comodaperintrodurrela trasformatadi Fourier € la forma complessalella seriedi Fourier, che
si ottienedalla (4.2) riscrivendoil cosenacomesommadi esponenzialcomplesske riorganizzanda
limiti dellasommatoria:

W)= S Feeliook) _am (4.3)
- k:z_co (DO B T .
in cui gli F sonolegati ai Cy attraversolarelazione:

Ciy iSgnk)

quindii coeficienti i, contengonaial’informazionedi fasechequelladi modulorelative allak-esima
parziale:
R = Ck/2, /R = . (4.5)

la determinazioneli F si ottieneosserandochedatochetutti gli esponenzialpresentin (4.3) sono
combinazionidi senie cosenidi periodoT, il loro integralesul periodoé nullo; si hain particolare:

/Tej‘*’ome_j‘*’omdt:/Tej‘*’O(”‘m)tdt: 0 n#m (4.6)
0 0 T n=m '

Seaelwont sostituiamox(t), il valoredellintegralediventaFyT, paricioéal coeficientedell’'unico
esponenzial@i x a pulsazionewpm. E quindi direttala derivazionedella seguenteformula per il
calcolodei coeficienti dellaserie:

Fe= %/OT X(t)e 19K gt (4.7)

sostituendanfine la (4.7) nella(4.3) si ottienel’identita:

+oo0 T . .
X= 3 I /0 X(t)e™ 10K il ik 4.8)

k=—o00

4.1.2 Segnaleaperiodico, atempo continuo, di estensioneanfinita. Integrale e trasfor-
mata di Fourier

Nel casoil segnalenon sia perfettamentgeriodiconon & possibiledarneunarappresentazionpe-
riodica, ottenutacome sommadi cosenia frequenzemultiple della fondamentale.Tuttavia si pud
pensaredi estenderd’intervallo consideratocome periodofino a comprenderd’intero asserea-
le. In questaoperazionedi limite la frequenzafondamentaléendea zeroe cosianchela distanza
fra le armoniche. In praticala sommanella (4.8) diventaun integrale con la sostituzioneformale
1/T — df,w=2nf,dw= 2mf ei limiti di integrazionedella(4.7)diventano(—oo, +o):

X(t) = = / o / T () e 9 dndien dgy (4.9)

T2 e



4.1. ANALISI DI FOURIER 4.3

La (4.9) prendell nomedi integrale di Fourier. Il termineentroparentesguadreswlgeil ruolo
dei coeficienti complessidella seriedi Fourier, e pud quindi esseranterpretatocomel’ampiezza
complessacontenenteioe I'informazionedi moduloe fase allafrequenzaw. La funzionedi w che
nerisultaé la trasformata di Fourier:

F(w) = / T et (4.10)

—00

La (4.9) ci fornisceancheda formuladi inversione(trasformatanversadi Fourier):

+0o0 )
X(t) :%{ 5 F(w)e!“dw (4.11)

4.1.3 Segnaleaperiodico, a tempo discreto, di estensioneinfinita. Trasformata di
Fourier atempodiscreto (DTFT)

Il calcolonumericodellatrasformatadi Fourierrichiedeil campionamentdel segnaledaanalizzare.
Questadiscretizzazionelei tempiimplica la sostituzionedel simbolodi integralenella(4.10)conun

simbolodi sommatoria:
+ .
Flw=T Y x(nTc)e 1ome (4.12)

N=—o0
oppureyidefinendow, = wT¢ (e quindi passanddarad/sarad)e x(n) = x(nT¢):

Floy)=Tc f x(n)e 1o (4.13)

N=—o0

e facile osserarecheF (uw) = F(w + 2m) comeeranaturaleattendersatocheil campionamento
in un dominio corrispondealla periodicizzazioneel dominio duale. La trasformataa tempidiscreti
puo quindi esseredefinitapervalori di wy € [0,2m). Ammesscchesianorispettatee condizionidel
teoremalel campionamentésenonlo sonaosi pudpre-processaiié segnaleconunfiltro antialiasing),
il segnalepud essergecuperatalalla suatrasformataapplicandda (4.11) con la sostituzionadella
variabiledi integrazionew — wy  (dw = dwy /T¢)

x(n) = %T/T;F(wr)ej‘**”dw (4.14)

4.1.4 Segnaleaperiodico, a tempo e frequenzediscreti. Trasformata discreta di Fou-
rier (DFT)

Comeeéfacilerendersconto,il calcolonumericodellatrasformatanversa(4.14)richiedeche,oltreai
tempi,anchee frequenzesianodiscretizzate Questopassaggiai pud ottenerecampionandainifor-
mementd'assefrequenzialee sostituenda@uindi o, — 211/N (conk € [-N/2+1,N/2] perN parie
ke[-(N—-1)/2,(N—1)/2] perN dispari).ll simbolodi integralenella(4.14)vienesostituitodauna
sommatoriae dwy — Awy = 21/N. Sihaquindi:

F(k =T +Zm x(n)e 12K (4.15)

N=—o0
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N/2—1

x(n) = 1 > F(ke 28 N pari (4.16)
N K21
L (N2 .

xn) = = F(ke 1™ Ndispari (4.17)
N & 12

Il campionamentael dominio dellafrequenzanducesul sggnalex(n) unaperiodicizzazioneli pe-
riodo N. Perevitare aliasingnel tempg cioe per ricostruirein modo esattoil segnale,x(n) dovra
quindi avere un’estensionéanferior e o ugualea N, nelqualcasola sommanella(4.16)saraimitata
ane[-N/24+1,N/2] equellain (4.17)ane [-(N—1)/2,(N —1)/2] perN dispari. | noti algo-
ritmi di FastFourier Transform(FFT) non sonoaltro cheimplementazionveloci dellaDFT, conla
limitazionechela lunghezzalel segnaledeve esserdimitata e pari a unapotenzadi due.

4.2 Short Time Fourier Transform (STFT)

Nel casosivogliausarda DTFT peranalizzarde proprietatempovariantidi un segnaleé necessario
selezionardratti di segnalesufficientementeorti dapoteressereassuntistazionari.Unasequenzai
questispettria breve terminecostituiscda Short Time Fourier Transform.

4.2.1 Definizioni

Siax un segnaleatempodiscreto;definiamocomeShortTime Fourier Transformdi x;

Xn(el?) = % w(n—m)x(m)e™Jom (4.18)

M=—o00

in cui w(n—m) éunasequenzaealedi estensiondinita, dettafinestra di analisi, chehala funzione
di limitare, troncandolan modopit 0 menobrusco,la porzionedi segnalesottoanalisi. E evidente
chela STFTdi unsegnalee unafunzionedi duevariabili: la pulsazionevo (normalizzata [0, 217)), eil
campionen acui essé valutata.La (4.18) pud esserenterpretatacomeunatrasformatache"scorre"
sul segnale(in effetti & la finestrache scorresul segnale). Unaformaalternatva della (4.18) si puo
ottenereconil cambiodi indicenellasomman — m— m:

Xn(el®) = g~ Ion f w(n)x(n— m)el®m (4.19)

mM=—oo

In questocasoe il segnalechescorresottola finestracentratantornoall’origine.

4.2.2 Interpretazionedella STFT comeTrasformata di Fourier e comebancodi filtri

Consideranda fissato,la (4.18) si pud vederecomela trasformataa tempodiscretodi x intorno
all'istanten, suun’estensionémitata dallalunghezzalellafinestradi analisi. Applicandola formula
di trasformatanversaalla (4.18)si puoricostruirex(n) apartiredallasuaSTFT:

w(n—m)x(n) = %T /_ T;Xn(ej‘*’)ej‘*’mdw dacui, sew(0) £ 0 (4.20)
X(n) = n;(o) /_ 1:[xn(eiw)eiwmolm (4.21)
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Dal puntodi vistadellapulsazionefissatoil valoredi w, X,(e/%) si pudinterpretarecomel’uscita di
unfiltro conrispostaw(-) al cui ingressovieneimmessax(n) demodulatalall’esponenziale™®. In
altre parolela porzionedi spettrointornoalla pulsazionew vieneriportataintornoall’origine e quindi
'vista’ attraversoil filtro w(n),chehain genereunarispostadi tipo passabassfigura4.1).

x(n)

— w(n)

Xn(exp(jwn))

exp(-jwn

Figura4.1: InterpretazionelellaSTFT comebancodi filtri

4.2.3 Influenzadellafinestra di analisi - principio di indeterminazione

Gli effetti del troncamentdndotto dalla finestradi analisipossonocesseresvidenziati notandoche,
per il teoremadella corvoluzione, la trasformatadi Fourier di un prodottoé la corvoluzionedelle
trasformate La STFT calcolataall'istanten € la corvoluzionedellatrasformata,(w) dellafinestra
w(n—m) e dellatrasformatalel segnaleX (w):

Xn(0) =W, x X(w) (4.22)

in cui, dettaW (w) la trasformatadi w(n) e applicandde proprietasullatraslazionee sull'inversione
dell’assedei tempi, si haWy(w) = W(—w)e 19", Datochew(-) &reale|W(w)| & pari e quindi anche
|Wh(w)| = [W(w)|. Ognisinusoidgo esponenzialeomplessofomponente& dovrebbeessereappre-
sentatojn assenzaellafinestradaunimpulsoideale;l'effetto dellafinestraé di sostituireadognuno
di questiimpulsi la suatrasformatacentrataalla frequenzalell'impulso stessdfigura4.2). La scelta
dellalunghezzaellafinestraw va effettuatain basealle esigenzali risoluzionetempo-frequenziale.
Prendiama@omeesempida finestrarettangolargi ragionamenttheseguonosi applicanaugualmente
atuttele finestrerealie parichesi usananormalmenteell’analisispettrale) La trasformatali Fourier
dellafinestrarettangolare la funzionesing.-), la cui estensionén frequenzaresceal diminuiredella
estensiongéemporaledellafinestra. Supponiamali analizzareun segnaleformatoda due sinusoidi
afrequenzaliversa;sevogliamounabuonarisoluzionetemporale/intervallo di analisideve essere
il piu corto possibile,in modochei parametridel segnalesi possanaitenereapprossimatiamente
stazionariLa DTFT del segnaleé datadallaconvoluzionedelletrasformatedi x e dellafinestra.Dato
cheil sggnaleha cometrasformataunacoppiadi impulsiideali e la finestracorrispondea unafdt
approssimatiamentepassabassio frequenzala trasformateglobaleconsisteessenzialmentdi due
lobi centratisullefrequenzedei seni.La larghezzadi bandadi questilobi aumentaal diminuiredella
estensionéemporaledellafinestra;sequest’ultimaé troppopiccolai lobi sonocosisovrappostiche
non & piu possibiledistinguerde duecomponenti.ln altre parole,unamaggiorerisoluzionetempo-
rale (piccolaestensionalellafinestra)si pagacon unapeggiorerisoluzionefrequenzialglobi larghi
chesi sorrappongono) Questoesempigpuo essergyeneralizzatmelladefinizionedi un principio di
indeterminazionsecondccui non € possibilestimale con precisionearbitraria e simultaneamente
parametritempoali e frequenzialidi un segnale
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Figura4.2: Effetto dellafinestrasullatrasformatali Fourier: a) segnalesinusoidalenontroncatoe b)
modulodellasuatrasformatar) segnaledopol’applicazionedi unafinestrae d) suatrasformata

4.2.4 Sceltadeltipo di finestra da utilizzare

La finestrapiu semplicechesi pud pensarali utilizzare € quellarettangolarejn questocasola por
zionedi sggnaledaanalizzarevienesemplicementestrattamedianteéroncamentoCi si pudchiedere
senonsiameglio in alcunicasipesaran mododiversol’inizio elafine delframedi analisi.In effetti
la finestrarettangolaree discontinuaai bordi e questo,comeeé noto, implica un decadimentalelle
codelateralidellatrasformatgiuttostolento. La consguenzeae chel'influenzadellatrasformatalel-
la finestrasi senteanchea considereole distanzasullo spettro. Se consideriamaonveceunafinestra
chevaazeroin modo’dolce’ agli estremi,e codelateralirimangonabasseproducendaino spettro
piu 'pulito’. Naturalmenteguestomiglioramentonon € gratuito;il prezzoda pagaree in termini di
larghezzadel lobo principale. In generaleunafinestrache permetteunabuonarisoluzionefrequen-
ziale (lobo principalestretto)hale codelateralialte, e viceversa.Un esempiadi finestrecondiverso
compromessfra larghezzadellobo principalee altezzadelle codelateralié mostratain figura4.3.

4.2.5 Frequenzedi campionamentodella STFT neltempoein frequenza

Serisultaovvio cheil segghaledebbaesserecampionatacon unafrequenzecherispettile condizioni
delteoremalel campionamentanenobanalee la definizionedellafrequenzali campionamentdella
SFTF cioédell'intervallo chedeve intercorrerefra unaDTFT e la successia (hopsize affinchénon
ci siaperditadi informazionejn modocioé cheil sggnaledi ingressgpossaessereaicostruitoesatta-
mentedallasuaSTFT. Conriferimentoall’interpretazionecomebancodi filtri (figura4.1), possiamo
osserarechela bandapassantéellaSTFT (per qualunquepulsazionew consideratag paria quella
dellatrasformatedellafinestradi analisi,che definiremoB; saraquindi sufiiciente porrela frequen-
zadi campionament®, della STFT a un valorepari o maggiorea duevolte la bandadellafinestra:
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Figura4.3: Confrontofra finestredi analisicon diversocompromessdarghezzadel lobo principa-
le/altezzadelle codelaterali. A)finestrarettangolaree B) modulodellatrasformatan dB. C) finestra
di Blackmane D) modulodellatrasformatan dB.

Fw > 2B L. Sidimostrachela finestraconbandaminima,e quindicherichiedela minimafrequenzali
campionamentc; quellarettangolareFinoraabbiamaconsideratda STFT comesequenzali spettri
continuiin frequenzagquestaipotesinon puod esseraispettatanella realtadegli elaboratoriin cui i
calcoli devono esseresffettuati su insiemifiniti (seppuremolto vasti) di elementi. Dovendoquindi
campionard’assefrequenzialesostituiamaallaDTFT la DFT. Il problemacherimanee capirequale
frequenzadi campionamentadelle frequenzedebbaessereadottata.Ancoraunavolta, applicandal
teoremadel campionamentanaquestavolta scambianda ruoli deidominitemporales frequenziale
si puo affermareche & necessari@dottarealmenoN > L campionidell'assefrequenzialesel € la
lunghezzaemporaledellafinestradi analisi. In definitiva, setutte le condizionisul campionamento
sonosoddishtte,la STFT pudesserespressan terminidi DFT:

Xn(e)®) = Z w(n (m)e~iexm (4.23)
m=—oo
checonwy = 2rt diventa:
Xak) =5 w(n— m)x(m)e~ 2 (4.24)
m=—oo

Esempio: finestra di Hamming

Supponiamali adottareunafrequenzadi campionamentdel segnalepari a F; = 44100Hz,e usare
comefinestradi analisila finestradi Hamminga 1024 punti (L=1024):

W(n) = 0.54—0.46c0§2™) 0<n<L-1
o 0 altrove

1Le finestreche si usanonormalmenteper la STFT hannoestensiondimitata nel tempo e quindi non limitata in
frequenza. Ne consgue che qualunquesia la determinazionedi B, I'ipotesi del teoremadel campionament@ solo
approssimata.

(4.25)
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Sipudvederechela bandaB dellafinestradi Hammingrispettaapprossimatiamentda seguente

relazione:
B2
L

E dovraquindiesserds, >= 2B = 4F; /L = 4x44100/1024= 173z

La STFTdovraessereampionataneltempoacircal73Hz cioéogniF;/173=4410Q/173= 254
campionidel segnale.Parrebbeaquestopuntocorrettosupporraun usodellaSTFT percomprimerdl
sagnale(Fw << F.). D’altra parteperle considerazionsullafrequenzali campionamentdell’asse
frequenzialesi hacheogni DFT deve essergappresentatdaalmenolL campioni. Ne consgueuna
frequenzali campionamenttotale (quantitadi campionial secondo)

(4.26)

SR=F,-L~2BL (4.27)

Nel casodellafinestradi HammingSR = 2BL = 4F. /L xL = 4F; ! In generaléSR > F, eil sggnodi
uguaglianzarale solonel casodi finestrarettangolare.

4.2.6 Esempidi rappresentazionadella STFT

LaseriedelleDFT checostituisconda STFT pudessererisualizzatan mododafornireun'immagine
complessia dell’evoluzionetemporaledello spettrodel segnale. Un importanteesempice costituito
dalsonogramma(o spettrogramma), nelqualele DFT vengoncaccostatéuna all’altrain modoche
I'asseorizzontalerappresentll tempoe I'asseverticalele frequenze Ad ogni puntodel graficoviene
assgnataunasfumaturadi colorelegataall’ampiezzadello spettro.In figura4 é riportatoun esempio
di sonogrammali un branocantato. Risultanoevidenti le righe corrispondentalle armonichedelle
vocaliela localizzazionaleiformanti. Si notainoltre la distribuzionespettraledelleconsonantsorde
's’ e’z (conandamentdli tipo passaalto) cherisultanoprive di strutturaarmonica.

Ques ta stanz a

f[Hz]

tempo

Figura4.4: Sonogrammaelle parole”...questsstanza...(cantate).

4.2.7 Sintesi

Postochela fasedi analisisia condottacon le condizionidi ricostruibilita del segnale,la sintesidel
senalea partiredallasuaSTFT pudavvenirein duemodi: filter bank summation (FBS) e overlap
and add (OLA).
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Figura4.5: Visualizzazionespettrograficali tipo waterfall

Filter bank summation (FBS)

Nel primo casosi considerd’interpretazionedella STFT a bancodi filtri; ricordandochealla pulsa-
zionewy

Xa(€)%) = 19 5 wi(m)x(n—m)e T (4.28)
m=—o0
definendd(n) = wi(n)e 1M |a (4.28) pud esserespressaome:

Xa(€%) =719 S hy(m)x(n—m) (4.29)
m=—oo
hk(n) rappresentéa rispostaall'impulso di unfiltro passabandi cui fdt risultaquelladellafinestra
centratesullapulsazionew: _ _
Hi(e1) = W (el ) (4.30)
Essaé infatti la rispostadellafinestratraslatain frequenzgmodulazionéndottadell’esponenziale).
Definiamoadesso

V(M=% x(n—mhe(m) (4.31)
m=—oo
I'uscita del filtro passabandk-esimo;yi(n) puo essereicavatadalla STFT tramitela (4.29), molti-
plicandoprimo e secondanembropere/®" (cioé modulando) L'idea & di ricavarex sommanddultti
i contrituti yx. PostougualeaN(> L) il numerodi filtri definiamo

yk(n) = i yk(n) (4.32)

laf.d.t. chelegay(n) ax(n) risultaesserda sommadellef.d.t. di tutti i filtri:

o N-1 ) N-1 )
H(el®) = k; Hi(e'®) = kZOW(er*w«)) (4.33)
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si puodimostrarechenell'ipotesidi correttocampionamentdell’assefrequenziale
Nw(0) = cogarte (4.34)

equindi
x(n) = y(n)/[Nw(0)] (4.35)
E danotarechela formuladi sintesinondipendedallaformadellaparticolarefinestraimpiegata.
Riassumendadl metodadi sintesiconbancadi filtri si pudesprimerdramitele seguentirelazioni:

y(n) = ':;jxn(eM)eM“ (4.36)
x(n) = y(n)/[Nw(0)] (4.37)

Overlap and add

Il puntodi vista dualesulla sintesisi ha adottandd’interpretazionedella STFT comesuccessione
di normaliDFT. In questocasola formuladi inversioneci dice chei campionidel segnaleall’inter-
no dellafinestradi analisi possonoesseraecuperatitramite, appunto,unatrasformatainversa,che
produce

Yn(M) = w(n— m)x(m) (4.38)

e quindi dividendoper la finestraw(n — m). daogni singolaDFT e possibileestrarrel valori di X,

esauritii quali n pud esserancrementatadi L e il procedimentovieneiterato. In questomodo si

avrebbeun hopsizeparial; dalleconsiderazionsullagiustamisuradell’hop sizeé chiarochequesto
in modola STFT é sottocampionata quindi piuttostosensibilea problemidi aliasing. Anchesein

lineadi principio & possibileestrarre valori di x daunasingolaDFT, unapiccolavariazionedello

spettrosarebben questocasouna potenzialefonte di distorsionedellaricostruzione. Dato chein

generalda hop size chedaorain poi chiameremdR, € generalmenténferiore alla lunghezzadella
finestra,i sggmentianalizzatisarannasovrapposti’uno all'altro. SiaY; (elx) la STFTdi x calcolata
ogni R campioni:Y, (€/%) = X,g(el*).

L’equazionedi sintesirisultaessere:

y(n) = f [% tzlvr(ei‘**)eiwn] = f x(N)W(rR—n) = x(n) fw(rR—n) (4.39)
r=—o =0 r=—oo r=oo

SeR é sufiicientementepiccolo da evitare time aliasing,la sommatorianell’equazioneprecedente
circacostanteal variaredi n, e in particolarecircaugualeaW(el®) /R 2,
Valequindilarelazione: -
y(n
X(n) = W(el0)/R (4.40)
In generaleoné necessarisommareanfiniti termini nellasommatoriadell’'ultimo membrodella
(34). Infatti, datochel'estensionedellafinestrae L, basterssommarel /R campionidellafinestra.
Perla finestradi Hamming,ad esempiosenono 4 termini.

2Perdimostrarechez‘,” *«<WIR n WO R, bastaosserareche:
w rR n eunaversionesottocampionatdi w n di unfattoreR.
SeR é abbastanzpiccolodarispettarda condizionedi campionamentdellaSTFTnonc’e aliasingin frequenza.

La sommadei campionineltempononé altro chela componenteontinual 0 moltiplicataperla lunghezzalella
finestraR, cioéRy” ,WwrR n WO



4.2. SHORT TIME FOURIERTRANSFORM(STFT) 411

4.2.8 Ossewnazionisull’'uso pratico della Short Time Fourier Transform
Adattamento della lunghezzadella FFT: zero padding

Uno dei problemiche i incontraspessausandola STFT e quello di svincolarela lunghezzadella
finestradi analisidal numerodi punti sul qualevienecalcolatala FFT. L'algoritmo di FFT realizza
infatti unamappadi N numeriin N numerie questo,volendomantenerecostantda granularitain

frequenzg2rmt- freqdicampionameto/N), ci obbligaa usaresemprela stessdunghezzaN) perla

finestratemporale.In certi casipuo tuttavia esserecomodopoterregolarela quantitadi segnaleda
trasformaran basead altre considerazioniAd esempioguandosi haa chefarecon seggnali (quasi)
armonici,un buon compromessdra l'ipotesi stazionarietalel segnalee la risoluzionein frequenza
e quellodi usareperl'analisi tre 0 quattro(pseudo)periodi; la lunghezzadella finestrarisulta quin-

di funzionedi unaproprietatempwariantedel segnale,il periodo. Perriuscirea mantenerejuesto
compromesse non esserecostrettia cambiareil numerodi punti dellaFFT si pud applicareil pro-

cedimentodi zeo padding Dapprimasi moltiplica il segnaleper la finestrapresceltadi lunghezza
(tempwariante)M, quindi si aggiungonaun ugual numerodi zeri a sinistrae a destrain mododa

formareun framedi lunghezza\, prontoperesserdrasformatanediante=FT. Non é difficile vedere
che questoprocedimentdcha comeunico effetto quello di interpolaredaM a N punti lo spettrodel

sgynale.Infatti, seindichiamoconxy (n) la porzionedi segnaleselezionatalallafinestradi lunghezza
M e conxy(n) la suaversioneestesalallo zeropadding:

Xm(N) = w(n)x(n) ne[-(M-1)/2,(M-1)/2]

0 -(N-1)/2<n<—-(M+1)/2 (4.41)
xn(n)= wnxmn -M-1)/2<n<-(M-1)/2 '
0 (M+1)/2<n<(N-1)/2
la trasformatadi xy (n), Xw(K) € ugualea quelladi xy(n), Xn(K):
(N-1)/2 .
Xn(k) = S w(me T (4.42)
m=—(N-1)/2
(M-1)/2 e _(N— _
— S oxwm(me TV ke (N2 1), (NZ 1)] (4.43)
m=—(M-1)/2

L’assedelle frequenzarimane comungquecampionatosu N punti. E importantenotareche il
procedimentali zeropaddingproduceun interpolazionedell’assedelle frequenzemanon migliora
in alcunmodola capacitadi discriminaresinusoidiconfrequenzevicine, chedipendeesclusramente
dallalarghezzadellobo principalee quindidaltipo e dallalunghezzavi dellafinestradi analisiw(n).
Un esempiddi trasformatasenzae conzeropaddinge presentatan figura4.6.

Corr etta valutazione della fase: finestre a fasenulla

In molteapplicazionidellaSTFTinteressaonosceraolola distribuzionespettraledell’enegia di un
suono,e quindi principalmentdo spettrodi ampiezza.Esistonopero situazioni,comead esempio
nel casodel phasevocodey in cui € necessaristimareconprecisioneanchea fasedelle componenti
spettrali. Vedremoin questoparagrafacomequestoproblemanon siabanalequandda stimadebba
essereottenutatramite una STFT i cui framessianoricavati medianteFFT su un numeropari di
punti (che sfortunatamente il casopit comune). Un genericoframe di STFT € unaDFT suN
punti. La questionedella stimadellafasepuo quindi esseraicondotta,senzaperditadi generalita,
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Figura4.6: lllustrazionedel procedimentali zeropadding.A) sinusoidemoltiplicataperla finestra
di Blackmana 32 punti. B) FFT delsegnalein A). C) framedi 512 punti ottenutoaggiungendaeria
sinistrae a destradel sggnalein A). D) trasformatalel segnalein C)

alla valutazionedellafasedi unaporzionedel sggnalex(m) intorno all’origine, 'visto’ attraversola
finestradi analisiw(m). La DFT di x risultaessere

N/2

X(k) = > w(m)x(m)e 12 N pari (4.44)
m=—N/2+1
(N-1)/2 -

X(k) = w(m)x(mye 2™ N dispari (4.45)
m=—(N-1)/2

Supponiama@er semplicitache x(m) siaun esponenzialeomplessa frequenzanormalizzata)
ko efase@:
X(n) = 7R 9 (4.46)

sostituendda (4.46)nella(4.44)e nella(4.45)si ottiene:

N/2 i orrkom i orkm
Xk = w(m)el 2N e 2Ty N pari (4.47)
m=—N/2+1
(N-1)/2 o e
Xk = Yy w(me ZTrtee TN N dispari (4.48)
m=—(N-1)/2

A gquestopuntoé beneevidenziarechew(m) puo avere simmetriapari solo sela sualunghezza
e dispari. Infatti, la relazionew(n) = w(—n) impone che esistanoun ugual numerodi campioni
conindice positivo e negativo; aggiungendajuindiil campionenell’origine si ottieneunalunghezza
della finestradispari. Nel casola lunghezzadella finestrasia pari € comunguevalida la relazione
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w(n) = w(—n+ 1). Sfruttandda simmetriadi w le equazionidiventano

kg k m 1

X(K) = e""z (e e 1] N pari (4.49)
; (N-1)/2 o kg km o kg km

X(k) = & wO)+ Y wme v el N dispari (4.50)

m=1
eriorganizzandali esponenziali

o m N/2 (ko — k)

X(K) = el%ei2on ZW Jcogor——(m-1/2)] N pari (4.51)

X(k) = eJ‘p Z coiZn(kol\Tk)(m)] N dispari (4.52)

Le sommatoriecontengonaoloaddendreali e produconaquindi numerireali. La fasedi X (k) e
quindiquelladgyli esponenzialcomplessi:

IX(K) = (p+2n(k°|\_| K N pari (4.53)
[X(K) = @ N dispari (4.54)
(4.55)

Entrambele stime produconail valore correttodi fase@ per kg = k. Bisognaperd notareche nel
casola finestraabbialunghezzapari & presenteancheun terminedi faselineare. Questotermine
introduceun errorenella stimadellafasequandokg € nonintero (cioé quasisempre) nel qualcaso
la valutazionedella DFT puo esserdattasolo sull'indice appenanferiore 0 appenasuperiorea k.
In figura 4.7 sonoriportatele rispostedi fasenei duecasidi N pari ed N dispari. Il problemache
si poneé quindi comeusaregli algoritmi di FastFourier Transform,che funzionanonormalmente
conN pari, confinestredi lunghezzadispari. L'idea e di applicareunafinestradi lunghezzalispari
e quindi eliminareil campionemenosignificatvo primadi effettuareil calcolodella FFT. Usando
unadelle finestreclassiche che vannoa zero (o almenodecresconoyersoi bordi, bastaeliminare
il primo o l'ultimo campione.Bisognainoltre notarechela DFT & definitasu intenalli simmetrici
intornoall’'origine ([—(N—1)/2,(N —1)/2] perN dispario [-N/2+ 1,N/2] perN pari), mentregli
algoritmi di FFT operanaosullintervallo [0,N — 1]. Occorrequindi applicareunarotazionedi N/2
punti del frame di analisi (di fatto uno scambiodelle due metadel frame)in mododariportareil
campionecentraledella finestraw(m) sull’origine (datele ipotesidi stazionariet& continuitaal di
fuori delframe,questaoperazione equivalentea unoshift del segnaleindietrodi mezzafinestra).In
questomodoi valori di fasecalcolatisarannaiferiti al centrodel frame. Un esempiadi analisicon
finestraafasenulla é riportatonellefigure4.8e 4.8.
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Figura4.7: Rispostedi fasecalcolatesul segnalex(m) = 100} 2P*%**m+2 0701 nepintorno del 26
bin. A) N=2048,B)N=2049.Si noti 'andamentdinearesovrappostmel casodi N pari.
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Figura4.8: Applicazionedi unafinestraa fasenullasuunframedi segnale.A)Frameoriginale(1025
punti). B)framedopol'applicazionedi unafinestradi Blackmana 1025 punti. C) eliminazionedel
1025 campionee rotazionedi 512 campioni.
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Figura4.9: Diagrammidi modulo(a) e fase(b) dellaFFT calcolatasul segnaledellafiguraprecedente.
Si noti chemanoa manocheil modulodecrescda ripostadi faserisultasemprepiu disturbatadalle
interferenzdaterali.
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4.3 1l Modello Sinusoidale

E’ noto (vedi capitolosuccessio) chela sintesiadditiva € uno dei metodipiu potentiperla genera-
zione del suono. La possibilitadi agirein modo indipendentesui parametridelle singolesinusoidi
(parziali) componentipermettedi controllareil risultato sonoroin modo semplicee accurato. Lo
svantaggiostoricodi questatipo di sintesirisiedenella suacomplessitacomputazionalelLa rapida
evoluzionedell’hardwarehaperoportatoai personatomputerodierni,chepermettonali sintetizzare,
via software,anchemolte centinaiadi sinusoidiin temporeale.

Il rinnovato I'interesseper la sintesiadditiva ha prodotto una seriedi importanti risultati, fra
cui I'estensionedel metodoancheall’elaborazionedel suono. L'idea di fondo & che se si possie-
de la descrizionedel suonoin termini di sinusoiditempaovarianti € possibileeffettuareunagrande
gquantitadi trasformazionisemplicementegendosui parametridi ampiezzarequenzeae fasedella
rappresentazionginusoidale.

Nell'articolo che segue viene presentatauno dei piu recentimodelli per rappresentaziondel
suonomediantesinusoidi.
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4.4 Fondamenti Matematici per I'Elaborazione del Suono

Questiappuntirichiamandorevementealcunenozionisui segnali numerici,conlo scopodi introdurre
gli elementinecessaralla presentaziondeifondamentidell’elaborazionenumericadei segnali.

4.4.1 Definizioni

Ricordiamaocheun segnalepud esseralefinitocomeunafunzioneo grandezzasolitamentevariabile
neltempo,checomunicainformazione .Unaclassificaziona&lei segnali pud esserda seguente:

1. sggnaliatempocontinuo:x(t), teR e Xt)eRr
2. segnaliatempodiscreto:x(n), ne e X(n) € R
3. segnalinumerici:x(n), ne e x(n)e

| seggnali a tempodiscretopossoncessersstudiaticometreni di impulsi ideali a tempocontinuo; e
tuttavia piu praticointrodurreunarappresentazionad hoc

Definamocomesequenzauninsiemedi valori ordinatosecondaunindice (cherappresentfiasse
temporale):

X(n) —00 < N< 40 (4.56)
Esempinotevoli di sequenze:

Sequenzasinusoidale x(n) = Acogwon+ @)

Sequenzampulso unitario: d(n) = { 1{)1- 2;8
Sequenzagradino: 5_1(n) = { 1{)1- 238

Sidimostrached_1(n) = y}__., Td(k) eviceversad(n) = 6_1(n) —d_1(n—1).
Perla trattazionedei segnali numericisi pud sottintenderéa dipendenzalal quantotemporaledi
campionamentd, edassumerenarappresentaziongormalizzatg T=1):

X(nT) — X(n) (4.57)

4.4.2 Proprieta dei segnalinumerici

Periodicita. Unasequenza(n) édettaperiodicase N :x(n) =x(n+N)Vne
Traslazione.Latraslazionen avantidi N campionidi unsegnalex(n) siesprimemediantda seguente
relazione:

X(n) — x(n—=N) (4.58)
Ognisequenz@uod essereristacomesommadi impulsi unitari scalatie traslati:

X(n) = +me(n)é(n —Kk) (4.59)



4.4. FONDAMENTI MATEMATICI PERL’ELABORAZIONE DEL SUONO 4.43

4.4.3 Sistemi.

Definiamo come sistema una qualunquetrasformazioneunivoca che mappauna sequenza(n) in
un’altray(n):
y(n) = TIx(n)] (4.60)

Linearita. Unasistemasi dice linearese, per ogni coppiadi segnali x1(-),x2(:) e Vaj,ap € R, la
trasformaziond adesscassociataerificala seguenterelazione:

T[agxq(n) + agxe(n)] = &1 T [xa(N)] + 82T [X2(N))] = @ay1(n) + azy2(n) (4.61)

Tempo invarianza. Un sistemasi dice tempoinvariantese la traslazionedell'ingressoinducela
medesimadraslazionesull'uscita:

y(n—k) =T[x(n—Kk)] Vke (4.62)
Rispostaall'impulso. Peri sistemilineari & possibiledefinirela rispostaall'impulso:
hi(n) = T[d(n—K)], ke (4.63)
Larelazioneingresso/uscitdel sistema
y(n) = T[x(n)] (4.64)

puoessereiscritta, applicandd’identita (4.59),come

y(n) = T[izmx(n)é(n— K)] (4.65)

che,perla linearitadel sistemasi pud ancheesprimerecome
+o0 +o0
y(n) =5 X(MT[3(n—K)] = x(nhk(n) (4.66)

Seil sistemae anchetempoinvariante definitah(n) = T[d(n)], si ha:

hk(n) = h(n—K), e quindi (4.67)
+o0 +o0
y(n) = Z x(MT[d(n—Kk)] = Z x(n)h(n— k) (4.68)
Convoluzione. La scrittura o
y#x(n) = % x(n)y(n—k) (4.69)

e dettacorvoluzione dei segnali x(n) e y(n). Si puo verificarechela convoluzioneé un’operazione
linearee godedellaproprietacommutatia.

Stabilita BIBO. Un sistemasi dice stabilenel sensaBoundedinput BoundedOutput(BIBO) seper
ogni sequenzdi ingressdimitata I'uscitarisultalimitata. Si dimostrachela stabilitaBIBO equiale
adavereunarispostaall'impulso assolutamentsommabile:

+o00
StabilitaBIBO ¥ |h(K)| < o (4.70)
k=—o0
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adesempidl sistemecaratterizzataallarispostaa scalinoh(n) = 6_1(n) (integratore)noné stabile.
Causalita. Dicamocheun sistemaé causalequandola suauscitadipendesolo da valori passatio
presentdell'ingresso.Si diceanchecheil sistemag nonanticipatorio.La definizionedi causalitgpud
essereespressén termini di rispostaimpulsiva affermandoche un sistemaé causalequandola sua
rispostampulsiva € nulla pertempinegativi:

h(n) =0, vYn<O0 (4.71)

4.4.4 Sistemilineari tempoinvarianti (LIT).

Trai sistemilineari e tempoinvarianti, la classedi maggiorinteresseper I'elaborazionenumerica
dei segnali é costituitadai sistemirazionali, caratterizzatdalla seguenteequazionealle differenzea
coeficienti costanti,cherappresentéa relazioneingressauscita:

N M
z ay(n—k) = Z}brx(n— r) (4.72)
k=0 r=

chepudancheessereaiscrittacome:

Mo M b
= —kz £y(n— k) + Z£x(n— r (4.73)
=1 r=

L'uscitadel sistemaall’istanten dipendedagli N valori precedenttell’'uscita,daM valori precedenti
dellingressce dal valoreattualedell’ingresso.

| sistemirazionalipossonaesserdali tipo Infinite ImpulseResponsé€lIR) o di tipo Finite Impulse
ResponséFIR), a secondahesiapresente® menola dipendenzalavalori precedentdell’'uscita:

FIR: y(n) = i%x(n— r) (4.74)
IIR: y(n Z yn k) + i%x(n—r) (4.75)

Rispostain frequenza.Larispostan frequenzadl un sistemee definitacometrasformatadi Fourier
dellarispostaall'impulso:

Hw 2  [h(n)](w) = Zh(k)e*j“’k (4.76)

Proprieta della corvoluzione. La trasformatadi Fourier della corvoluzione di due sequenze il
prodottodelletrasformatedelle singolesequenze:

w(n) = xxy(n) = W(w) = X(w)Y(w) (4.77)

Dimostrazione:

W() = Fal3; X(n—i)y(i)Je I
perlalinearita:  W(w) = 3;y(i) Y nX(n —|)e—1‘*)n
ponendan—i=k:  W(w) = 3;y(i) gix(k)e okt
W(w) = 3;y(i)e 19 gy x(kje 1

W(w) = X(0)Y ()
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nevieneche:
y(n) =hxx(n) = Y(w) = H(w)Y(w) (4.78)

4.45 La trasformata

Definiamotrasformataz di unasequenza(n) la quantita

X(z) 2 Zx(k)z*k ze (4.79)

Questaserienon € in generalecorvergenteper ogni sequenz(n), né per ogni valoredi z. Si
puod dimostrareche datauna sequenzala regione di corvergenzae unacoronacircolarenel piano
complessolnfatti, seesprimiamaz in formapolare:

z=rel® (4.80)

la (4.79)diventa
X(2) = Zx(k)r‘ke‘j‘*’k (4.81)

chee la trasformatali Fourierdel segnalex(k)r . La corvergenzaassolutalellaseriesi haquindise
Z IX(K)r ¥| < e (4.82)
Quindi, sela trasformatazetacorverge in un puntoz del pianocomplessalloraconverge sututtala

circonferenzali raggioparia|z. Notiamooracheunaqualunquesequenzg@uo esserescompostan
unapartecausale(n) e unaparteanticausale,(n):

X(N) = Xc(N) + Xa(N) (4.83)
) ={ 0 Y (4.84)
Xa(N) = { X(On) nn><:oo (4.85)

Non é difficile a questopunto verificare che se la trasformatadi una sequenzaausaleesisteper

z= 7 alloraesisteancheper|z > |z|. Analogamentesela trasformatadi unasequenzanticausale
esisteperz = z, alloraesisteancheper|z < |z|. In generalequindi, la regionedi corvergenzadella

trasformata unacoronacircolaredeltipo

re<|z <ra (4.86)

in cuire ery sonorispettvamenteil raggiominimo dellaregionedi esistenzalellapartecausales il
raggiomassimadellaregionedi esistenzalellaparteanticausale.
Proprieta della trasformata Z

1. linearita. La trasfomataz é lineare(la verificaé immediata)

2. teoremadello shift: x(n+N) — Z2VX(2)
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3. trasformata della corvoluzione Z[xx*y(n)|(z) = Z[X] - Z]y](2)

Funzionedi trasferimento Siadatala relaziondngresso/uscits (z) = H(2)X(z). H(z) = Z[h(n)](2)
e dettafunzione di trasferimento del sistema.
Nel casodi sistemaazionaledescrittodall’equaziong4.73),trasformand@mboi membrisi ha:

N M
Z ayn-k) = Z brx(n—r)
kZO r; r
N M
> azly(n-K)] = Z)er[X(n— r]
k=0 r=
N ) M
az Yz = bz "X(2)
kZO r; '
Y@ siobz'
= = - =H(2)
X(2) S koo @Z™
Ossewrazione Si vedesubitocheH (ej‘*’) = [h(n)](w). Questoe consguenzadel fattocheperz=

el® Jatrasformataz coincideconla trasformatali Fourier Datoun sistemadescrittodaun’equazione
alle differenzeé quindi immediatocalcolarela trasformatazetae quindi la rispostain frequenza.Si
ossera che Z[x(n)] éunaseriedi Laurant.Pertantola formuladi inversionee datada:

1

_ L -1
= 7 ] X (22" *dz (4.87)

x(n)

dove C einternaallaregionedi corvemgenza.
Seil sistemaérazionaleH (z) puoesprimerscome:

_ A (1-az?)

= 4.88
ﬂllzlzl(l_dkrl) ( )

H(2)

dove ¢; sonogli zeri ed, sonoi poli di H(z).
Sidimostracheunsistemacaratterizzatalaunafunzionedi trasferimentaazionaledeltipo (4.88)
e stabilesee solosetutti i poli sonointernialla circonferenzali raggiounitario:

ld]<1,  k=1,2.N (4.89)

Perla dimostrazionébastaapplicarela definizionedi stabilitaBIBO alla scomposizionén frazioni
parzialidella(4.88).



