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7.1 Intr oduzione

Nello sviluppodi modellidi sistemiacusticièutile individuareblocchifunzionalmentedistinti, i quali
possonovenirestudiati indipendentementel’uno dall’altro e successivamentemessiin interazione.
Ad un primo livello di scomposizionesi identificanodueprincipali blocchi funzionali: l’ eccitatore
ed il risonatore. Il risonatorèe la partedello strumentoin cui la vibrazionehaeffettivamenteluogo,
ed è correlatoa caratteristichesonorequali altezzaed inviluppo spettrale.L’eccitatoreprovocaed
eventualmentesostienela vibrazionenel risonatore,immettendoenergia nello strumento;da esso
dipendonole propriet̀a di attaccodel suono,fondamentalinell’identificazionedel timbro. Per fare
qualcheesempio,sonoblocchirisonatorila cordanellachitarra,nel pianoforte,nel violino, o il tubo
acusticonei legni e negli ottoni. Sonoinveceeccitatoriil plettronellachitarra,l’archettonel violino,
il martellettonel pianoforte,l’ancianel clarinetto.

Ciascunodei dueblocchivienedescrittodaun sistemadinamico,tipicamentelineareperquanto
riguardail risonatoree non lineareper l’eccitatore. L’eccitatorepuò di solito essererappresentato
comecostituitoda corpi rigidi connessitra loro attraversodegli ideali elementiconcentrati (molle,
elementidi attrito . . . ), eventualmentenonlineari. Il modellocos̀ı ottenutoè alloradescrittodasiste-
mi di equazionidifferenzialiordinarie(ODE, OrdinaryDifferentialEquations);nelpassaggioatempo
discreto,questedevonoesseresimulateutilizzandole tecnichemesseadisposzionedall’analisinume-
rica. La sezione7.2èdedicataallo sviluppodi modellia tempocontinuotramiteelementiconcentrati,
mentrela successiva sezione7.3 descrive alcunedelle principali tecnichedi discretizzazionedi tali
modelli.

Dalla parteopposta,il risonatorevienetipicamentetrattatocomeun corpoflessibile,in cui for-
ze e materiasonodistribuiti in uno spaziocontinuo;si parlaallora di elementidistribuiti, cordeo
membranenel casomeccanico,colonned’aria nel casofluidodinamico. Il modellovienein questo
casodescrittodaequazioniallederivateparziali(PDE, PartialDifferentialEquations),le cui incognite
dipendonodalla posizionee dal tempo. La tecnicadominantenella descrizionea tempodiscretodi
elementidistribuiti è quellachefa usodi modelliwaveguide: adessiè dedicatala sezione7.4.
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Il capitoloè completato(sezione7.5) daun esempiodi modellofisico di un sistemaacustico:il
clarinetto.La quantit̀a di letteraturaesistenteedi propriet̀a note,insiemealla relativa sempicit̀a, sono
tutteragionichefannodi questomodellounbuonesempiointroduttivo allasintesipermodelli fisici.

7.2 Elementi concentrati: modelli a tempocontinuo

In questasezioneci occuperemoprincipalmentedi modelli ad elementiconcentrati;descriveremo
dunquei sistemiacustici(meccanicie fluidodinamici) in esametramitesistemidi equazionidiffe-
renziali ordinarie,o ODE. Nello sviluppodi modelli concentratiè utile innanzituttostabiliredelle
analogieformali coni sistemielettrici,chesarannonel seguito assunticomeschemadi riferimento.

7.2.1 Analogie

Comeè bennotodalla teoriadei sistemi,perunalargaclassedi sistemifisici è possibileindividuare
coppiedi variabili caratterizzatedal fatto cheil loro prodottorappresentaunapotenza[Kg m2 � s3].
Uno dei duefattori vienesolitamenteindicatoconil nomedi trans-variabile, a significare“variabile
il cui valoresi misuraai capi”,mentreil secondovienechiamatoper-variabile, ovvero“variabileil cui
valoresi misurasuunasezione”.Nei sistemielettrici è naturaleidentificarela trans-variabilecon la
tensionev ela per-variabileconl’intensità di correntei (si osservicheil prodottoi � v dàeffettivamente
unapotenza).Poich́e la coppiav� i obbediscealleleggi di Kirchhoff, nelseguitocoppiedi variabili che
obbedisconoaleggi analogheverrannogenericamentedettedi Kirchhoff, anchenell’ambitodi sistemi
meccaniciefluidodinamici.

Nei sistemielettrici le duevariabili di Kirchhoff sonoin generalelegateda equazioniintegro-
differenziali.In particolare,trefondamentalirelazionilinearipermettonodi introdurrei concettidi re-
sistenza, capacit̀a ed induttanza; l’uso dellatrasformatadi Laplaceconsentedi scriveretali equazioni
sottoformadi semplicirelazionialgebriche:

V � s��� R � I � s� � V � s��� 1
sC

I � s� � V � s��� sL � I � s� � (7.1)

È quindiopportunoprenderein considerazioneanchele grandezzeintegrali (nel tempo)dellevariabili
di Kirchhoff: questevengonodettevariabili estensive, mentrele primesonoindicatecomeintensive.
La trans-variabileestensiva èquindi il flussodi induzionemagneticaφ, mentrela per-variabileesten-
siva nonè altro chela caricaq. La figura7.1schematizzale relazionicheleganole quattrovariabili
in un sistemaelettrico.
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Figura7.1: Relazionitra per- e trans-variabili intensive edestensive (sistemaelettrico).
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Nel casodeisistemimeccanicil’analogiapiù comunementeadottata(sebbenenonl’unica) èquel-
la di Maxwell, cheattribuisceallavelocit̀a v [m/s] il significatodi per-variabileintensiva1 edalla forza
f [Kg m/s2] quellodi trans-variabile intensiva (si noti chele dimensionidi f 	 v sonoquelledi una
potenza).Le variabili estensive sonodunquela posizionex [m] (integraledellavelocit̀a) e l’impulso
dellaforza[Kg m/s] (integraledellaforza).

Le leggi dellameccanicafornisconotrerelazionifondamentalitra f ev epermettonodi introdurre
concettianaloghiaquelli di resistenza,induttanzaecapacit̀a.

La relazionepiù semplice,di proporzionalit̀a diretta,è datadalla leggedell’attrito lineare µ 	 v 

f . Se conveniamodi adottarel’analogiadi Maxwell il coefficiented’attrito µ gioca il ruolo della
resistenza.

Una secondarelazioneè fornita dalla legge di Newton f 
 ma� 
 mv̇� , che lega la forza al-
l’accelerazione. Tramite la trasformatadi Laplacela legge di Newton può essereriscritta come
m 	 V � s��
 1

sF � s� . Comesi vedequestarappresentaformalmenteun’integratore,dove in particolarela
massamoccupail postodell’induttanza.

Infine,l’analogodi fenomenicapacitivi èfornitodallaleggedellamollaideale f 
 k 	 x � 
 k 
 v dt � ,
ovveroV � s��
 s

k 	 F � s� ; questavolta l’equazioneè quelladi un derivatore,nel qualeil coefficientedi
elasticit̀a k corrispondeall’inversodi unacapacit̀a.

Abbiamodunquetre relazioniin perfettaanalogiaconle (7.1):

F � s��
 µ 	 V � s� � F � s��
 k
s
V � s� � F � s��
 sm	 V � s�� � �

µ � R� 1
k
� C � m � L � (7.2)

Passiamooraai sistemifluidodinamici.Unasceltanaturaleperle variabili di Kirchhoff èquelladi
pressioneacusticap [Kg/ms2] (trans-variabileintensiva)eflussou [m3/s] (per-variabileintensiva). Per
pressioneacusticap si intendela variazione(tipicamentepiccola)rispettoalla pressioneatmosferica
pa, ovvero p 
 dpa. La variabileu vieneanchedettavelocit̀a di volume, e in un tubo cilindrico di
sezioneS essaè legataalla velocit̀a di particella v dalla relazioneu 
 Sv. Anchein questocasoil
prodottou 	 p ha le dimensionidi unapotenza.Le variabili estensive sonodatedal volumed’ariaV
(integraledel flusso)2 e dall’integraledellapressione(grandezzasenzanessunparticolaresignificato
fisico).

È possibileidentificarefenomeniresistivi, capacitivi ed induttivi anchein campofluidodinami-
co, sebbenel’analogia sia leggermentemenointuitiva rispettoai sistemimeccanici. Esaminiamo
brevementeciascunodei trecasi3.

Se consideriamoil passaggiodi un flussoacusticoattraversoun foro di piccole dimensioni,è
lecito considerarechequestosiain faseconla pressionee chevalgaunarelazionedel tipo p 
 R 	 u;
Rvienealloradettaresistenzaidraulicao fluidodinamica.

I fenomenicapacitivi sonoinveceassociatialla contrazioneedespansionedi volumi d’aria all’in-
ternodi cavità. Si consideriun volumeV di aria,aventedensit̀a ρ e confinatain unacavità; agendo
sudi essa,la pressioneacusticap produceunacontrazionedV datada � ρc2 	 dV � V 
 p (essendoρ � c

1Si facciaattenzioneall’ambiguit̀a della notazioneintrodotta: la letterav indica sia la tensione(trans-variabile) in un
sistemaelettricosiala velocit̀a (per-variabile)in un sistemameccanico.

2A questopuntola confusionenotazionalèe completa:il simboloV indicher̀a a secondadei casi il volumed’aria, la
trasformatadi Laplacedellatensioneo la trasformatadi Laplacedellavelocit̀a.

3Perunatrattazioneapprofonditasi vedaadesempioFletcherandRossing(1991)
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rispettivamentela densit̀a dell’aria e la velocit̀a del suono).Di conseguenza,nellacavità può entrare
un nuovo volume � dV, datoperdefinizionedall’integraledel flussoentranteu. In definitiva:� dV � t ����� t

0
u � t � � dt ��� V

ρc2 p � t ��� 1
s
U � s��� V

ρc2 P � s� �
Riscrivendoopportunamentequestarelazioneeconfrontandolaconla secondadelle(7.1)si vedeche
la quantit̀a ρc2  sV rappresental’analogofluidodinamicodi unacapacit̀a.

Perquantoriguardal’induttanzafluidodinamica,questàedefinitaall’interno di un tubosufficien-
tementecorto, di sezioneS e lunghezzaL. In dettaglio,seρ è la densit̀a dell’aria allora la massa
contenutanel tuboèm � ρSL, e dallaleggedi Newton f � masi deduce

Sp � t ��� ρSL ! v̇ � t ��� P � s��� ρL
S
! sU � s�

(ricordiamocheil flussou e la velocit̀a di particellav sonolegatedalla relazioneu � Sv). Si vede
dunquechela relazionetrau e p è di tipo induttivo.

Possiamoa questopuntodareunadefinizionedel concettodi impedenzapersistemimeccanicie
fluidodinamici.In analogiaconi sistemielettrici,definiamol’impedenzaZ � s� di unelementoconcen-
tratocomerapportotra le trasformatedi Laplacedella trans-variabilee dellaper-variabileintensive.
Alla lucedi quantodettofinorasiamoin gradodi affermarechel’impedenzaassociataadungenerico
sistemapuò esserevista comecombinazionedi componenti“elementari” ZR " ZC " ZL, assimilabili a
fenomenidi tipo resistivo, capacitivo edinduttivo. Useremoancheil concettodi ammettenza, definita
semplicementecomel’inversodell’impedenza,e la indicheremoconΓ � s� .

Le espressioniper le tre impedenzefondamentaliZR " ZC " ZL sonoriportateall’interno della ta-
bella 7.1, cheriassumetutte le analogiemessefino ad ora in luce tra sistemielettrici, meccanicie
fluidodinamici.

Sistema Elettrico Meccanico Fluidodinamico

Per-variabile int. Correntei Velocit̀av Flussou

Trans-variabileint. Tensionev Forza f Pressionep

Per-variabileest. Caricaq Posizionex VolumeV

Trans-variabileest. Induzioneφ ImpulsoJ Senzanome,# p $ t % dt

ZR (Resistenza)R (Attrito) µ (Foro)R

ZC (Capacit̀a) 1
sC [ Kg &m2

s ] (Molla) k
s [ Kg

s ] (Cavità) ρc2

sV [ Kg
m4 & s]

ZL (Induttanza)sL (Massa)m ' s (Tubo) ρLs
S

Tabella7.1: Schemariassuntivo delleanalogietrasistemielettrici,meccaniciefluidodinamici

7.2.2 Giunzioni

Ci occupiamooradello studiodelleconnessionitra gli elementiintrodotti nellasezioneprecedente.
Alla luce delleanalogiemessein luce,da qui in avanti conveniamopersemplicit̀a di indicarecon i
terminidi tensioneecorrentele generichevariabili di Kirchhoff, denotaterispettivamenteconv e i.
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Comeperi circuiti elettrici valgonole Leggi di Kirchhoff, chein questocontestopossiamoespri-
merecos̀ı:( In un circuito la sommadelleper-variabili intensive cheattraversanoi rami entrantiin un nodo

ènulla (leggedi Kirchhoff ai nodi).( In un circuito la sommadelle trans-variabili intensive ai capidei rami costituentiunamagliaè
nulla (leggedi Kirchhoff allemaglie).

Le leggi di Kirchhoff ci permettonodi fornireunadefinizioneperconnessioniin serieeparallelo
perN elementidi impedenza.Prendendoancoraunavolta i sistemielettrici comemodellodi riferi-
mento,affermiamocheunagiunzioneè in seriesela correntecheattraversagli N rami è la stessaper
tutti mentrela sommadelletensionidi magliaè nulla. In formule:

N

∑
l ) 1

vl * 0 + i l * iJ , l * 1 - - - N (7.3)

Un esempiodi connessionein serieèdatodadueo più cordecollegatetraloro in unpunto(idealmente
privo di massa).Alla giunzionele velocit̀a delleduecordesonoovviamentele stesse,mentrele forze
si devonosommareazeropernonimprimereun’accelerazioneinfinita adunpuntodi massanulla.

In manieraduale,affermiamocheunagiunzioneè in parallelosela tensionecheinsistesugli N
rami è la stessapertutti mentrela sommadellecorrential nodoè nulla. In formule:

N

∑
l ) 1

i l * 0 + vl * vJ , l * 1 - - - N (7.4)

Dueo più tubi acusticicollegati tra loro adunaestremit̀a costituisconounaconnessionein parallelo.
Infatti il principio di conservazionedellamassaimponechei flussinetti nellagiunzionesi sommino
azero,mentrepercontinuit̀a la pressionidai vari rami assumonolo stessovalore.

Studiamooraunesempioconcreto:prendiamoin esameunsemplicesistemaacustico,notocome
risonatore di Helmholtz. Le variabili di Kirchhoff sonoin questocasola pressionep e il flussou. La
figura7.2 fornisceunaschematizzazionedel sistemain esame,costituitodaun “collo” di lunghezza
L esezioneSedaunacavità di volumeV.

V,p pe

L

S

Figura7.2: Un risonatoredi Helmholtz.

Mostreremonelleprossimerighecheun risonatoredi Helmholtzpuò esseremodellizzatotramite
connessionidi opportunielementiconcentrati;in particolare,vedremocheessoè equivalenteaduna
connessionein seriedelletre impedenzeZR + ZL + ZC.

Consideriamoil casoin cui vengaapplicataunapressioneesternape comein figura: vogliamo
descrivereil flussou. Schematizzando,possiamoimmaginareil risonatorecompostodatre elementi
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distinti: la terminazioneaperta,il collo e la cavità. Il flussou ècondivisodatutti e trequestielementi,
dunquela connessionèe in serie.

Comediscussoa pagina7.4, il collo è descrittodaun terminedi impedenzapuramenteinduttiva
ZL . ρLs

S (ρ è la densit̀a dell’aria).
Le dissipazioni(anchequelleviscosesullepareti)vengonomodellatedaun sempliceterminedi

resistenzaZR . R. Perfinire, il flussou entranella cavità, cos̀ı chebisognaconsiderareancheun

terminedi capacit̀a ZC . ρc2

Vs (dove c indicacomedi consuetola velocit̀a del suononell’aria).
In conclusione,nel dominiodellefrequenzeil flussoèdescrittodall’equazione

RU / s0�1 ρL
S 2 sU / s043 ρc2

V 2 1sU / s0 . Pe / s0 5 (7.5)

Notiamochela (7.5) è formalmenteidenticaall’equazionechedescrive un circuito RLC, nel quale
la pressioneesternape svolge il ruolo di un generatore:̀e bennoto chequestaè l’equazionedi un
oscillatore. La figura7.3mostrail circuitodescrittodalla(7.5).

ZR ZL

ZC pp
e

u

~

Figura7.3: Circuito equivalenteadun risonatoredi Helmholtz.

7.2.3 Elementi non lineari

Gli elementiegli esempivisti fino adorarimangononell’ambitodelleequazionidifferenzialilineari.
È proprioquestacircostanzaarenderepossibilela definizionedi impedenza:il passaggioalla trasfor-
matadi Laplaceconsentedi convertire delle relazioniintegro-differenziali (lineari) in semplicirela-
zioni algebriche.Quandoinvecesi voglia prenderein esameelementinon lineari, la trasformazione
di Laplaceperdeogniutilit à enonconsentepiù di trovaresoluzionidelleequazioniin esame.

Un semplicesistemaelettrico,utile ad esemplificareil ruolo delle non linearit̀a, è costituitodal
classicocircuitodi Chua-Felderhoff. QuestononèaltrocheuncircuitoRLC, nelqualele componenti
RedL sonolineari; la componenteC è unacapacit̀a nonlineare,la cui caratteristicatensione-caricàe

q / v0 . C0
v6

1 1 v
v0 7 Cov per v 8 09 (7.6)

definitaper v :;3 v0. Dunquel’elementocapacitivo ha un andamentoapprossimativamentelineare
solopertensionimolto piccole,e senediscostaal cresceredi v. La figura7.4mostral’andamentodi
q / v0 pervaloriC0 . 80pFev0 . 0 5 6V.

Il circuito di Chua-Felderhoff esibisceun comportamentocaotico;in particolare,al variaredella
tensionedi picco del generatorel’andamentodella caricaq / t 0 è soggettoa biforcazionisuccessive,
cheportanoa ripetuti raddoppidi periodoequindiadinamichecaotiche.
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Figura7.4: Caratteristicanonlineareperil condensatore(7.6) (C0 < 80pF, v0 < 0= 6V).

Nei modelli fisici di strumentimusicali le non linearit̀a giocanoun ruolo essenzialesoprattutto
nella descrizionedei meccanismidi eccitazione:l’interazionetra l’elementoeccitatore(l’ancia di
clarinetto, il martellettodi pianoforte,e cos̀ı via) e la parterisonantedel sistema(tipicamentela
cordao il tuboacustico)̀e il più dellevolte descrittadarelazioninon lineari. Sedaunapartequeste
complicanofortementei modelli (anchee soprattuttodal puntodi vista della trattazionenumerica),
dall’altra conferisconoai modelli stessidinamiche“interessanti”.In assenzadi elementinon lineari
qualsiasisistemadi equazionicostituiscenullapiù di un filtro, siapuredi dimensionielevate.

Due esempidi modelli non lineari molto usati sonorappresentatidall’anciadi clarinettoe dal
martellettononlinearedi pianoforte.Le equazionidelclarinettovengonotrattatenellasezione7.5; in
questepagineesaminiamoinveceil martellettononlineare,rappresentatoschematicamentein figura
7.5. In questomodelloil martellettoè rappresentatodaunamassam collegataadunamolla e adun

>>>>
>>>>
>>>>

????
????
????R

CordaMartelletto

k xα

m

Figura7.5: Schemameccanicodel martellettononlineareconfeltro dissipativo.

attrito,cherendonocontorispettivamentedell’elasticit̀a edelledissipazionidel feltro nell’urto conla
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corda.I treelementisonoovviamentein serie,in quantocondividonola velocit̀a del martelletto.
L’elasticit̀a è nonlineare,edè rappresentatadallarelazione

f @ f A xB�@ k C xα D
dove α è un coefficienterealeche“modula” la nonlinearit̀a (α @ 1 corrispondeal casolinearedella
molla ideale)ex è la posizionedel martellettorelativa aquelladellacorda.

Osserviamocheil martellettononlineareèunperfettoequivalentemeccanicodelcircuitodi Chua-
Felderhoff: è infatti costituitodaunaconnessionein seriedi unelementoresistivo lineare(attrito),un
elementoinduttivo lineare(massa)eunelementocapacitivo nonlineare(molla); l’unica differenzatra
i duesistemiè datadallaformadellanonlinearit̀a4.

7.3 Elementi concentrati: metodi numerici

Fino ad ora ci siamooccupatidella costruzionedi modelli a tempocontinuodei sistemifisici a cui
siamointeressati:la realt̀a fisica vieneschematizzatatramite la connessionedi elementimeccanici
fondamentali,a loro volta descritti da equazionidifferenziali. Pereffettuaredelle simulazioninu-
mericheè necessariooperareil passaggioda tempocontinuoa tempodiscreto,ovveroda equazioni
differenzialiadequazionialle differenze.

7.3.1 Campionamentoealiasing

Nell’ambitodellateoriadeisegnali,unatecnicaelementaredi discretizzazionèequelladellainvarian-
zadella rispostaall’impulso. Seil sistemadifferenzialeconsideratòe lineareessoè completamente
descrittodallasuarispostaall’impulsohc A t B , o equivalentementedallafunzionedi trasferimentoHc A sB
(trasformatadi Laplacedi hc). Il metodoconsistealloranell’effettuareun campionamentouniforme
di hc, scalatoper l’ampiezzadell’intervallo di compionamentoT. Si costruiscequindi la risposta
all’impulsoa tempodiscretohd, datada

hd A nB�@ T C hc A nT B E (7.7)

Il vantaggiodi unatale tecnicarisiedeovviamentenel fattocheessapreserva la formadellarisposta
all’impulso. Inoltresi può vedereche,indicaticonpc i poli di Hc, i poli corrispondentidi Hd sonodati
semplicementeda pd @ epcT . In particolare,seReA pc BGF 0 si ha H pd H F 1; quindi anchela stabilit̀a
vieneconservata.

Il teoremadel campionamentodimostrache la rispostain frequenzaHd A ejω B del sistema(7.7)
è la ripetizioneperiodicadi quelladel sistemaa tempocontinuo,con periododi ripetizionepari a
Fs @ T I 1. Si hacioè

Hd A ejω B�@KJ ∞

∑
kL I ∞

Hc A jωT M j
2kπ
T
B E (7.8)

Unaconseguenzàe chesela bandadi Hc è più largadi Fs le ripetizioni periodicheintroduconodelle
componentispurienellabandadi interesseperil sistemadiscreto;si hacioè aliasing.

4Perlomenol’unica differenzastrutturale. In realt̀a i duesistemifunzionanoin manieradiversa,dal momentocheil
circuito di Chua-Felderhoff è forzato da un generatoredi correntealternata,mentrenel casodel martellettola forzante
risultadall’interazione(limitata agli istantiiniziali delmoto)conla corda.
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Il fenomenoè trascurabilese Hc è sufficientementeprossimaallo zero alle alte frequenze,ad
esempioquandorappresentala rispostain frequenzadi un filtro passa-bassoo passa-banda.Nel caso
di trasformazionipassa-alto,invece,l’aliasing distorcein manierasensibilela rispostain frequenzaa
tempodiscretoe il metodononpuò essereutilizzato.

7.3.2 Mappe lineari

Un approccioalternativo a quello appenavisto consistenel rimpiazzarele derivate dell’equazione
differenzialein esameconcombinazionilinearideivalori assuntidallavariabileneipunti t N nT, con
n N 0 O O O N. Nel dominiodelle frequenzeciò corrispondea sostituires conun’opportunafunzionedi
g P zQ (ricordiamochele propriet̀adellatrasformazionedi LaplaceedellatrasformazioneZ permettono
di identificares comeoperatoredi derivazionee zR 1 comeritardounitario). La funzioneg definisce
quindi un mappings ST z del pianocomplessoin sé e la funzionedi trasferimentoHd P zQ a tempo
discretoèottenutadaquellaa tempocontinuoHc P sQ percomposizione:

Hd P zQ : N Hc P g P zQ Q O
Un primo elementaretentativo èquellodi sostituirealladerivataun rapportoincrementale:

d
dt

x P nT Q : N lim
hU 0V x P nT Q4W x P nT W hQ

h X x P P nQ T Q4W x P P n W 1Q T Q
T

(7.9)

Questarappresentala più sempliceapprossimazioneperla derivataprima,eprendeil nomedi schema
di Eulero all’indietro. Perapprossimarela derivatasecondasi può in manieraovvia applicarela (7.9)
alladerivataprima:

d2

dt2 x P t Q X 1
T Y x P nT Q4W x P P n W 1Q T Q

T
W x P P n W 1Q T Q4W x P P n W 2Q T Q

T Z NN x P nT Q4W 2x P P n W 1Q T Q�[ x P P n W 2Q T Q
T2 O

Tuttavia unasceltamigliore consistenel centrarela stima intorno all’istanten piuttostochen W 1.
Dunquesi usadi solito l’approssimazioneseguente:

d2

dt2 x P t Q X x P P n [ 1Q T Q4W 2x P nT Q�[ x P P n W 1Q T Q
T2 O (7.10)

L’approssimazione(7.9)definisce,nel dominiodellefrequenze,il mapping

s X 1 W zR 1

T
O (7.11)

Dataallora unafunzionedi trasferimentoa tempocontinuoHc, a questavieneassociataunacorri-
spondenteHd datada

Hd P zQ�N Hc \ 1 W zR 1

T ]
Vediamooraunsecondocriteriodi approssimazioneperle derivate.Partendodall’identit̀a

x P nT Q�N x P P n W 1Q T Q�[_^ nT`
n R 1a T ẋ P τ Q dτ
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si può approssimarel’integraleconil metododei trapezi,ottenendo

x b nT ced x b b n f 1c T c�g T
ẋ b nT c�g ẋ b b n f 1c T c

2h x b nT c4f x b b n f 1c T c
T

d ẋ b nT c�g ẋ b b n f 1c T c
2

(7.12)

Intuitivamenteil metododei trapezi fornisceun’approssimazionemigliore rispettoallo schemadi
Eulero;infatti lo stessorapportoincrementalenonapprossimapiù la derivatain nT, mail valormedio
di questatra nT ed b n f 1c T. Applicandola trasformataZ alla (7.12)si trova

Ẋ b zc�d 2
T

1 f zi 1

1 g zi 1X b zc j s d 2
T

1 f zi 1

1 g zi 1 (7.13)

Anchein questocasoabbiamoottenutoun mappings kl z del pianocomplessoin sé, cheprendeil
nomedi trasformazionebilineare. La funzionedi trasferimentoa tempodiscretoHd è alloraottenuta
daquellaa tempocontinuoHc mediantela relazione

Hd b zc�m Hc n 2
T

1 f zi 1

1 g zi 1 oqp
Perindividuarepregi e difetti del metododi Euleroe della trasformazionebilineare,studiamole

propriet̀a dei rispettivi mappingdasaz.
Siala (7.11)siala (7.13)definisconotrasformazioniuno-a-unodelpianocomplessoin sé,equindi

nonintroduconoaliasing.Questòeunfondamentalevantaggiorispettoalletecnichedi campionamen-
to dellarispostaall’impulso.

Inoltre,si può vederecheleduetrasformazionimappanol’assedellefrequenzeanalogiches m jωc

rispettivamentenel cerchiodi raggio1r 2 centratoin z m 1r 2 e nel cerchiodi raggiounitariocentrato
nell’origine. Il semipianoReb scts 0 vienemappatoall’interno delle duecirconferenze.Da questo
possiamotrarrealcuneconclusioni:innanzitutto,entrambele trasformazionipreservanola stabilit̀a,
perch́e poli conparterealenegativa vengonoportatiin poli di modulominoredi 1. In realt̀a Eulerofa
anchedi più, perch̀epuò mapparepoli conparterealenullao addiritturapositivaall’internodelcerchi
unitario.Questapropriet̀a stabilizzanteprendeavolte il nomedi smorzamentoartificiale.

Osserviamochela trasformazionebilinearemappaesattamentel’assedellefrequenzeanalogiche
nellacirconferenzadelle frequenzediscretez m ejωd . Questàe unapropriet̀a estremamentepositiva,
perch̀e in questomodola formadellarispostain frequenzadelsistemavieneconservatanelpassaggio
al tempodiscreto.La stessacosanonsuccedeinveceperil metododi Eulero:infatti s m 0 corrisponde
az m 1, comedesiderato,male frequenzepiù altevengonomappatedentroil cerchiounitaropiuttosto
chesudi esso.

Un’ultima osservazionesu questeduetrasformazioniriguardail warping, cioè la compressione
introdottasulle frequenze.Questoè un fenomenochenella progettazionedi sistemiacusticiva va-
lutatoconattenzione:in alcunicasi,adesempio,il sistemain esamepuò avereunao più frequenze
di risonanza;sequestevengonospostatedal warpingin seguito alla discretizzazionedel sistemail
modellopuò diventaredel tutto fallimentare.

Perla trasformazionebilineareè facilevederechesez m ejωd , la (7.13)si riducea

jωc m 2
T

1 f ejωd

1 f ejωd
j ωc m 2

T
tan u ωd

2 v p (7.14)
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Questamostrache sulle bassefrequenzela relazionetra ωc e ωd è approssimativamentelineare,
mentresullealtefrequenzesi hawarpingedin particolareωd w π quandoωc wyx ∞.

Ancheper il metododi Eulerosi verificaun analogofenomenodi distorsione,con la differenza
chein questocasononèpossibilericavareunacorrispondenzadirettatra ωc e ωd analogaalla (7.14).

7.3.3 Integrazionenumerica di ODE

Nell’ambito del calcolo numerico,i metodi conosciutied utilizzati per l’integrazionenumericadi
sistemidi equazionidifferenzialiordinariesononumerosi.

In generale,unsistemadi ODEpuò sempreesserescrittocomeun’equazionevettorialedelprimo
ordine:

ẋ z t {�| f z x z t { } t { (7.15)

Se f è lineare, f z x z t { } t {G| Ax z t {4~ Bu z t { , allora la soluzioneesattapuò sempreesseretrovataricor-
rendoadesempioalle trasformatedi Laplace.Seinvece f è non lineare,in generalenon è possibile
trovaresoluzioniesatteperla (7.15).

La maggiorpartedei metodidel calcolonumericolavorasuproblemiai valori iniziali:�� � ẋ z t {�| f z x z t { } t {
x z 0{�| x0

(7.16)

Al problema(7.16)vieneassociataun’equazionealledifferenzechein generalehala forma

k

∑
l � 0

αl xn� l | Tφ
f
z xn� k } xn� k � 1 } � � � } xn } tn } T { } (7.17)

dove T è l’intervallo di campionamentoe k è il numerodi passidel metodo.La formadellafunzione
φ

f
cambiaa secondadel metodoscelto: metodi lineari multistep,predictor-corrector, Runge-Kutta,

e cos̀ı via. Lo schemadi Eulero all’indietro e la trasformazionebilineare,esaminatinelle pagine
precedenti,sonocasiparticolaridi questepiù generaliclassidi metodi.

Non ci interessaqui esaminarein dettagliole diversetecniche5; è per̀o opportunofornire alcuni
criteri di valutazionechehannovalidità generale.

Un primopuntoriguardal’ accuratezzadi unmetodo,ovverola suacapacit̀a di produrresoluzioni
numericheabbastanzavicine a quelleesatte.La propriet̀a minima richiestaper qualsiasimetodoè
chequestosia convergente,cioè chesi abbiaxn w x z tn { al tenderedi T a zero(x z tn { e xn indicano
rispettivamentela soluzioneesattae quellanumericaal tempotn). Permolte tecniche(ad esempio
metodilineari multistepo metodidi RungeKutta)unamisuradi accuratezzàe fornita dall’errore di
troncamentoglobale:

En | x z tn {4� xn �
L’andamentodi questoerroreper piccoli T determinal’ ordine del metodo; più precisamente,se
En � O z T p { perT w 0, allorail metodoèdi ordinep.

Un secondocriterio di valutazioneriguardal’aspettocomputazionale;poich́e siamointeressati
alla sintesiin temporeale,è necessariochei metodiutilizzati producanoalgoritmi compattie poco
dispendiosi.Purtroppoquestarichiestaè in contrastoconquella,altrettantolegittima,di accuratezza.

5Perunatrattazionecompletae rigorosasi rimandaadesempioa Lambert(1993).
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Ad esempio,unmetodomultistepè tantopiù accuratoquantomaggiorèe il suonumerodi passik, ma
diventaallo stessotemposemprepiù dispendiosodal puntodi vistacomputazionale.

Anchealla lucedi quest’ultimaosservazionesi capiscecomesiadifficile trovarecriteri generali
pervalutareil gradodi ottimalitàdi unoschemanumerico.Nellamaggiorpartedeicasiconcreti,quin-
di, l’unico approcciorealmentevalido èquellosperimentale,checonsistenelprovarevarietecnichee
confrontarei diversirisultati prodotti.

7.4 Elementi distrib uiti: l’appr occiowaveguide

In questasezionespostiamola nostraattenzionesui modelli adelementidistribuiti, descrittia tempo
continuodaequazionialle derivateparziali,o PDE.Tra le tecnichedi simulazionea tempodiscreto,
unadelle più utilizzatein questoambitoè quelladei modelli a guided’onda(waveguide),cheuni-
sconoefficienzaedaccuratezza.I modelli waveguideverrannoinnanzituttointrodotti nell’ambitodi
mezziideali (cordeperfettamenteflessibili e tubi cilindrici senzaperdite). In seguito si vedr̀a come
incorporareneimodelli fenomenitipici di sistemireali,qualidissipazioneedispersione.Unasezione
conclusiva èdedicataalladescrizionedi modelliwaveguidepertubi conici.

I fenomenivibratori chehannoluogo all’interno di mezzielastici idealiobbedisconoalla stessa
equazioneallederivateparziali: l’ equazionedelleonde(o equazionedi D’Alembert).

∂2y
∂t2 � x � t ��� c2 � ∇2y � x � t � � (7.18)

dove il simbolo∇2 � ∂2

∂x2 � ∂2

∂y2 � ∂2

∂z2 indica l’operatorelaplacianonelle variabili spaziali. In queste
paginesiamointeressatiallaversionemonodimensionaledella(7.18),in cui y dipendedaunavariabile
spazialescalarex: è questoil casodellapropagazionedi ondetrasversaliin unacordao di ondepiane
longitudinalinell’aria. L’equazionedelleondediventaallora:

∂2y
∂t2 � x� t ��� c2 ∂2y

∂x2 � x� t � (7.19)

La variabiley assumediversi significati a secondadel sistemafisico in esame.Nel casodi propa-
gazionedi ondelongitudinali pianenell’aria, l’equazione(7.19) è soddisfatta (a pattodi trascurare
fenomenidi dissipazione)sia dalla pressionep sia dal flussou: si osservichela coppiadi variabili� p � u� costituiscel’esempiofluidodinamicodi variabili di Kirchhoff, definitee trattatenella sezione
7.2. Nel casodi unacordaideale,la funzioney può essereidentificatasiaconlo velocit̀a trasversale
dellacordasiaconforza: anchein questocasola coppia � f � v� è l’esempiomeccanicodi variabili di
Kirchhoff.

Affinché l’equazione(7.19)siadimensionalmentecorrettala costantec deve averele dimensioni
[m/s] di unavelocit̀a. Nel casodi propagazionedi ondepianein aria, la costantec assumeil valore
c ��� γpa � ρ, dove γ è un “coefficientedi elasticit̀a” dell’aria, mentrepa � ρ sonorispettivamentela
pressioneatmosfericae la densit̀a di volumedell’aria; per la cordaidealesi hac � � K � ρ, dove K è
definitacometensionedellacordae ρ è la densit̀a linearedellacorda.In entrambii casiè immediato
verificarechele dimensionidi c sonoquelledi unavelocit̀a.
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7.4.1 Variabili d’onda e impedenzad’onda

Un risultatofondamentaleapropositodell’equazione(7.19)ècheèpossibilescriverela suasoluzione
generale6, la qualeassumela forma

y � x� t ��� y�t� ct � x��� y��� ct � x� � (7.20)

Comeè bennoto,la funzioney� descrive unaformachetraslarigidamenteversodestraconvelocit̀a
c, e analogamentey� descrive unaformachetraslaversosinistracon identicavelocit̀a. Le funzioni
y� sonoa priori funzioni qualsiasi,la loro forma sar̀a determinatadall’imposizionedi opportune
condizionial contorno(in spazio)e condizioniiniziali (in tempo).Dalla (7.20)è dunquechiaroche
l’equazionedelleondedescrive fenomenipropagatoriconvelocit̀a c.

Le funzioni y� � n� vengonoindicatecon il nomedi variabili d’onda. Vogliamooraesaminarela
relazionecheintercorretraunacoppiadi variabili d’ondae le corrispondentivariabili di Kirchhoff; a
tal finesi introduceunanuova quantit̀a, l’ impedenzad’ondaZ0. Si consideraperchiarezzal’esempio
di un tubocilindrico idealedi sezionecostanteS. Conbuonaapprossimazionein essosi propagano
ondepianelongitudinali, dunqueè lecito assumerechesia soddisfatta l’equazione(7.19), dove la
variabilespazialex è parallelaall’assedel cilindro. All’interno del tubocilindrico la pressioneed il
flussosonotra loro legati dall’equazione(ricavatadallaleggedi Newton):� S

ρ � ∂p
∂x
� x� t ��� ∂u

∂t
� x � t � � (7.21)

Inoltre, perquantodettoin generalesullasoluzionedell’equazionedelleonde,sia la pressionep sia
il flussou possonoesserescritti come

p � x� t ��� p�t� ct � x��� p��� ct � x� u � x � t ��� u��� ct � x��� u��� ct � x� �
(osserviamochela sceltadei segni nell’espressioneperu nonè univocain letteratura;in particolare,
le u� possonoesseredefinitein manieratalecheper la per-variabile intensiva u valgau � u� � u� .
In questepaginesi è sceltodi seguirela convenzionepiù comunementeadottata).Sostituendoqueste
espressioninella(7.21)si ottiene� S

ρ � p�4  � ct � x�4� p��  � ct � x� ¡4� c � u�4  � ct � x��� u��  � ct � x� ¡
¢ £¤ ¥ p� � Z0u�

p� �¦� Z0u� con Z0 � ρc
S

(7.22)

(il segno § indicala derivazionerispettoall’argomento).La costanteZ0 vienedettaimpedenzad’onda.
In manieranaturale,la quantit̀a Z � 1

0 : � Γ0 vienedettaammettenzad’onda. Quantodettofin qui sul
tubo cilindrico può esseregeneralizzato:̀e possibileintrodurreun’impedenzad’ondaper la corda,
cos̀ı comepertubi di profilo qualsiasi.In generalenonsi trover̀a unaZ0 realeecostante,mapiuttosto
unaZ � s� complessa7.

6Mentrenellateoriadelleequazionidifferenzialiordinariesi sadiretuttosullasoluzionegeneraledi unqualsiasisistema
lineare,nelcampodelleequazioniallederivateparziali(PDE, PartialDifferentialEquations)i risultati generalisonopochi;
nella maggiorpartedei casi la soluzionedi unaPDE linearenon è nota,e si può solo studiarel’andamentodi soluzioni
particolarimediantesimulazioninumeriche.In questosenso,l’equazionedelleondecostituisceunanotevole eccezione.

7Corrispondentementele relazioni p̈ª©¬« Z0ü divengonoP­¯® s° © Z ® s° ± U ­�® s° eP²¯® s° ©´³ Z µ ® ³ sµ ° ± U ²¯® s° . Si veda
più avanti (sezione7.4.4)il casodi un tubodi profilo conico.
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Tramitel’impedenzad’onda,sia la pressionep sia il flussou sonoesprimibili in funzionedelle
solevariabili d’ondap¶ :

p · x ¸ t ¹�º p»t· ct ¼ x¹�½ p¾�· ct ½ x¹ ¸ u · x̧ t ¹�º 1
Z0 ¿ p»t· ct ¼ x¹4¼ p¾G· ct ½ x¹ À (7.23)

Le relazioniinversedelle(7.23)sono

p»t· ct ¼ x¹ : º p · x̧ t ¹�½ Z0u · x̧ t ¹
2

p¾G· ct ¼ x¹ : º p · x̧ t ¹4¼ Z0u · x ¸ t ¹
2

(7.24)

(osserviamochegeometricamentele (7.23)/(7.24)non sonoaltro cheunarotazionedel pianoin sé,
dallecoordinate· p ¸ Z0u¹ allecoordinate· p» ¸ p¾ ¹ eviceversa).

L’esistenzadellasoluzione(7.20),e la conseguenteintroduzionedi variabili d’onda,costituisceil
puntodi partenzaperla costruzionedi modelli waveguide.Questisi basanoinfatti sullapossibilit̀a di
discretizzarela soluzionedell’equazionedelleondepiuttostochel’equazionestessa,conconseguente
guadagnosiain accuratezzasiain efficienzacomputazionale.

A titolo di esempio,si consideriancorala pressionep all’interno di un tubocilindrico; si vuole
discretizzarela soluzionep º p» ½ p¾ . Seil periododi campionamentòe T [s], unasceltanaturale
per l’intervallo di campionamentospazialeè X º cT [m]. La discretizzazionèe dunqueeffettuata
operandoil cambiodi variabili x Á mX e t Á nT.

p · mX̧ nT ¹�º p» · ncT ¼ mX¹�½ p¾ · ncT ½ mX¹�º p» ¿ · n ¼ m¹ cT À ½ p¾ ¿ · n ½ m¹ cT À
Dal momentochemoltiplica tutti gli argomenti,la costantecT può essereomessa:

p · m̧ n¹�º p»t· n ¼ m¹�½ p¾�· n ½ m¹ (7.25)

Il terminep» · n ¼ m¹ è l’uscitadi unalineadi ritardodi mcampioni,il cui ingressop» · n¹ ; all’opposto,
il terminep¾ · n ½ m¹ è l’ingressodi unaugualelinea di ritardo, la cui uscitaè p¾ · n¹ . Una sezione
waveguideè dunquecompostadaunacoppiadi lineedi ritardocontrappostecomein figura7.6. Ad

z - m

z - m

p+(n) p+(n-m)

p- (n+m)p- (n)

p (n,0) p (n,m)

Figura7.6: Sezionewaveguidedi m campionispaziali.In ogni istanteil segnalein x º 0 e x º mX è
la sommaingresso/uscitadalleduelineedi ritardo.

ogni tempon il valoreassuntoda p nei punti x º 0 edx º mX si ottieneprelevandoi segnali ai capi
dellasezioneesommandoli.

La descrizionedell’andamentodellevariabili d’ondaall’internodi unasezionewaveguideècom-
pletatadalla presenzadi terminazioni,o più in generaledi giunzioni con altre sezionisimili. Si
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suppongaadesempiodi modellareun tubocilindrico idealedi lunghezzaL Â mLX, chiusoin x Â 0
e apertoin x Â mLX; in questocasole condizioniai bordi per pressionee flussosonou Ã 0 Ä nÅtÂ 0
e p Ã mL Ä nÅ�Â 0 perogni tempon. Perle variabili d’ondasi trovanoallora le condizionidi riflessio-
ne pÆGÃ 0Ä nÅ�Â pÇtÃ 0 Ä nÅ e pÆGÃ mL Ä nÅtÂÉÈ pÇtÃ mL Ä nÅ . La prossimasezioneè dedicataallo studio di
terminazioniegiunzionimenobanali.

7.4.2 Scattering

Quandol’impedenzad’ondasubisceunavariazionesi verificascattering: le ondecheincontranouna
discontinuit̀a dell’impedenzavengonoin parteriflesseed in partetrasmesseal di là dellagiunzione,
in manieratalechel’energia complessiva siaconservata.Un sempliceesempiòecostituitodall’acco-
stamentodi duetubi cilindrici aventi sezionidiverseS1 Ê 2. In ciascunodei duetubi le variabili d’onda
pÄ u sonotra loro legatedaimpedenzecaratteristichedistinteZ1Ê 2 (e dallecorrispondentiammettenze
Γ1Ê 2 Â Z Æ 1

1 Ê 2); allagiunzionei vincoli di continuit̀a impongonochela pressionesiala stessadadestrae
dasinistraechei flussisi somminoazero:dunque,secondole definizionidatenellasezione7.2.2,la
giunzioneèdi tipo parallelo.

Un esamedi questoproblemaportaalla derivazionedellebennoteequazionidellagiunzionedi
Kelly Lochbaum.

Nel casodi giunzionein paralleloi vincoli di continuit̀a impostidalleleggi di Kirchhoff sono

u1 Ë u2 Â 0 Ä p1 Â p2 Â pJ (7.26)

In termini di variabili d’onda,la secondadelle (7.26)vieneriscrittacomepÆl Â pl È pÇl Â pJ È pÇl .
Sostituendoquestanellaprimadelle(7.26)si ottieneallora

0 ÂÌÃ uÇ1 Ë uÆ1 Å Ë Ã uÇ2 Ë uÆ2 Å�Â Γ1 Ã pÇ1 È pÆ1 Å Ë Γ2 Ã pÇ2 È pÆ2 Å�ÂÂ Γ1 Ã 2pÇ1 È pJ Å Ë Γ2 Ã 2pÇ2 È pJ Å Ä
equindi

pJ Â 2
Γ1pÇ1 Ë Γ2pÇ2

Γ1 Ë Γ2 Í
Questaesprimela pressionedi giunzionepJ in funzionedelleondedi pressioneentrantie delledue
ammettenze.A questopuntosiamoin gradodi calcolarele ondedi pressioneuscenti:

pÆ1 Â pJ È pÇ1 Â¦È Γ2 È Γ1

Γ2 Ë Γ1
pÇ1 Ë 2Γ2

Γ2 Ë Γ1
pÇ2

pÆ2 Â pJ È pÇ2 Â 2Γ1

Γ2 Ë Γ1
pÇ1 Ë Γ2 È Γ1

Γ2 Ë Γ1
pÇ2 Í (7.27)

Definiamoil coefficientedi riflessioneρ come

ρ : Â Γ2 È Γ1

Γ2 Ë Γ1 Í
Le (7.27)diventanoallora
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pÎ1 ÏÌÐ ρ pÑ1 ÒÔÓ 1 Ò ρ Õ pÑ2
pÎ2 ÏÖÓ 1 Ð ρ Õ pÑ1 Ò ρ pÑ2 × (7.28)

Questesonole equazionidellagiunzionedi Kelly Lochbaum.Il diagrammadi scattering̀e mostrato
in figura7.7
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1−ρ

Figura7.7: Giunzionedi scatteringnellaformadi Kelly Lochbaum.

Le (7.28)si possonoancheriscriverecome

pÎ1 Ï ρ Ó pÑ2 Ð pÑ1 Õ Ò pÑ2
pÎ2 Ï ρ Ó pÑ2 Ð pÑ1 Õ Ò pÑ1 Ø (7.29)

le quali mostranochela giunzionerichiedein realt̀a un solomoltiplicatore.
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Figura7.8: Giunzionedi scatteringnellaformaadun moltiplicatore.
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Osserviamoin conclusioneche il risultato espressodalla (7.28) può essereestesoin maniera
abbastanzaimmediataal casodi giunzionetra N elementi. Il problemaconsistein questocasonel
trovareunamatricedi scatteringA di dimensioniN Ù N talecheallagiunzionesi abbia

pÚ´Û A Ü pÝ�Þ (7.30)

dove pß sonoi vettori N à dimensionalidelle ondeentrantieduscenti. L’imposizionedi condizioni
di continuit̀a analoghealle (7.26)epassaggidel tuttosimili aquelli appenasvolti portanoal seguente
risultato:

A Û
áââââââââã

2Γ1
ΓJ
à 1Þ 2Γ2

ΓJ
ÞÖÜ Ü Ü 2ΓN

ΓJ

2Γ1
ΓJ
Þ 2Γ2

ΓJ
à 1ÞäÜ Ü Ü 2ΓN

ΓJ
...

. . .
...

2Γ1
ΓJ
Þ 2Γ2

ΓJ
ÞÖÜ Ü Ü 2ΓN

ΓJ
à 1

å ææææææææç è ΓJ Û N

∑
l é 1

Γl ê ë
Si osservichenel casoN Û 2 la (7.30)coincideeffettivamenteconla (7.28).

7.4.3 Dispersioneedissipazione

I modelli waveguideesaminatifino a questopuntosonostati dedottia partiredall’equazionedelle
onde(7.19),la qualeèper̀o validasolopermezziideali. Nella realt̀a fisicasonopresentifenomenidi
cui l’equazione(7.19)non tieneconto,e chevannoinvecepresiin consderazioneal fine di ottenere
modelli più realistici.

In ogni cordareale,cos̀ı comenell’aria,si verificadissipazionedi energia,dovutaa vaariecause.
In una cordasi possonoindividuarealmenotre causeprincipali di dissipazione:l’attrito causato
dallaviscosit̀a dell’aria, perditeinternedovutealle propriet̀a elastichedel materiale,trasferimentodi
energia attraversole terminazioni. In un tubo acustico,un’ondasonorasubisceattenuazionidovute
allaviscosit̀a edallaconduzionetermica,siadel mezzosiadelleparetidel tubostesso.

In primaapprossimazione,tutti questifenomenipossonoessereriassuntiin un teminedi attritodi
derivataprima(nel tempo);l’equazionedelleondevienealloramodificatain

∂2y
∂t2 è x Þ t ê Û c2 ∂2y

∂x2 è x Þ t ê à µ
∂y
∂t è x Þ t ê Þ (7.31)

Nel limite di piccoli vibrazioni, l’equazione(7.31)ammetteancoraunasoluzionein termini di onde
viaggianti8

y è x Þ t ê Û eÚ µx
2c yÝ è ct à xê�ì e

µx
2c yÚ è ct ì xê (7.32)

Dunquele ondehannounosmorzamentoesponenzialenella loro direzionedi propagazione,il quale
nondipendedallafrequenza.

Sesi discretizzala (7.32)con passiT e X Û cT, cos̀ı comeè statofatto nella sezione7.4.1,si
ottienela seguentesoluzione:

y è nÞ mê Û gmyÝ è n à mê�ì gÚ myÚ è n ì mê dove g Û eÚ µT
2 í 1 (7.33)

8Si provi a derivare la soluzione(7.32), verificandoche nel limite di piccole oscillazioni soddisfa effettivamente
l’equazione(7.31).
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La dissipazionevienequindi simulatainserendoun moltiplicatoredi pesog dopoogni elementodi
ritardozî 1 o, in manierapiù efficientee del tutto equivalente,inserendoun moltiplicatoredi pesogm

dopounalineadi ritardozî m.

z - m
p+(n)

p- (n)

p (n,0)

p+(n-m)

p (n,m)

z- m

g

g

 m

 m
-m p- (n+m)g

Figura7.9: Sezionewaveguidecondissipazioneindipendentedallafrequenza.

Un modellopiù accuratodi dissipazionedeve tenerecontodel fatto chenella realt̀a le perdite
dipendonodalla frequenza,diventandopiù sensibilialle frequenzepiù alte. Perditedi questanatura
possonovenirepresein considerazioneaggiungendonell’equazionedelle ondeulteriori termini, in
cui compaionoderivatedisparidi ordinesuperiore.Nel modellowaveguidei fattori di dissipazioneg
vengonosostituitidafiltri G ï zð . In tal modo,per̀o, si rischiadi introdurrenellalinearitardi dipendenti
dallafrequenza:si devedunquerichiederechei filtri sianoa fasenulla,o quantomenoa faselineare.

Oltrecheperi fenomenidi dissipazioneappenadescritti,unacordarealedifferiscedaquellaideale
ancheperch́e possiedeunapropriarigidità. Questosignificachequandola cordaè sottopostaaduna
deformazionesi sviluppanodelle forze internechetendonoa riportarlanellaposizionedi equilibrio.
È notochetali forzeintroducononell’equazionedelleondeun terminedi derivataquarta(in spazio):

∂2y
∂t2 ï xñ t ð�ò c2 ∂2y

∂x2 ï x ñ t ð4ó k
∂4y
∂4x
ï xñ t ð ñ (7.34)

dove la costantek è proporzionaleal modulo di Youngdel materialedella corda. Si noti cheper
alti valori di k e pertensionedellacordatendentea zerol’equazione(7.34)divental’equazionedella
sbarraÿ ò kyô ô ô ô .

Il principaleeffettodel terminedi rigidità èquellodi causaredispersione. In terminigenerali,una
relazionedi dispersionèedatadaunaqualsiasidipendenzadel tipo c ò c ï ω ð , ovverounadipendenza
della velocit̀a c di propagazionedalla pulsazioneω dell’onda. Dire che c non è costanterispetto
ad ω significa dire un’ondasi “disperde” progressivamentenelle suevarie componentidurantela
propagazione;dunquela soluzionedell’equazione(7.34)nonpotr̀a più esserecompostadaformeche
traslanorigidamente.

Nel limite di piccolerigidità, unosviluppoal primo ordineconsentedi arrivarealla relazionedi
dispersione

c ï ω ð�ò c0 õ 1 ö kω2

2 ÷ (7.35)

doveperchiarezzasi è indicataconc0 la velocit̀a in assenzadi rigidità. L’equazione(7.35)affermache
la velocit̀a aumentaper le frequenzepiù alte; questofenomenopuò averedelleconseguenzeudibili,
ad esempionelle cordegravi di pianoforte(cheproduconouno spettrole cui parziali sono“stirate”
rispettoallaseriearmonica).
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Al fine di simularefenomenidispersivi all’interno di un modellowaveguide,è necessarioosser-
vareprimadi tutto chenon è più possibiledefinireil passotemporalecomeunacostanteX0 ø c0T.
Quello che si può dire è che una componentedi pulsazioneω percorrelo spazioc0T nel tempo
c0T ù c ú ω û . Questaconsiderazioneporta a sostituireil ritardo unitario zü 1 con un filtro all-pass
Ha ú zû ø zü c0 ý cþ ω ÿ , la cui rispostain fasenon è più lineare. Ancoraunavolta, può essereopportu-
no perragionidi complessit̀a computazionaleaccorparem singoli elementiHa in un unicofiltro Hm

a .
In aggiuntasi possonosepararela partelinearee quellanon linearedella rispostain fase,arrivando
a scrivereHm

a ú zû ø zü m � HA ú zû ; il filtro HA è ancoraun filtro all-pass,cheapprossimala partenon
linearedellarispostain fase.

z - m
p+(n)

p- (n)

p (n,0)

p+(n-m)

p (n,m)

z- mH

H

 A

 A

p- (n+m)

Figura7.10: Sezionewaveguidecondispersione:la rispostain fasedel filtro all-passHA modellala
dispersionedellacorda.

7.4.4 Tubi conici

Nelle sezioniprecedentisi è esaminatocon un certodettaglioil casodel tubo cilindrico: in essosi
propaganoondepiane,cosicch́e valgonol’equazionedelle ondemonodimensionale(7.19) e la sua
soluzione(7.20). Il problemadellapropagazionein un tuboacusticodi profilo qualsiasìe molto più
complicato,e viene affrontato in manierarigorosasolo per i casi conico ed iperbolico. In questa
sezioneaccenniamobrevementealladeduzionedi modelli waveguideperprofili conici.

Si osserva innanzituttocheall’internodi un profilo conicosi propaganosferiche,enonpiù piane.
È notochein coordinatesfericheú r � θ � φ û il laplacianoassumela forma

∇2 ø 1
r2

∂
∂r

�
r2 ∂

∂r ��� 1
r2 sinθ

∂
∂θ

�
sinθ

∂
∂θ ��� 1

r2 sin2 θ
∂2

∂φ2

(un po’ di derivatecomposteed un po’ di pazienzasonosufficienti perdimostrarequestorisultato).
Nel casopiù semplicedi ondesferichenon c’è dipendenzada θ e da φ, dunqueil secondoed il
terzo addendoscompaionoe l’espressionesi semplifica. In definitiva l’equazionedelle ondeper
propagazioneasimmetriasfericaè ancoraun’equazionemomodimensionale:

∂2y
∂t2 ú r � t û ø c2 1

r2

∂
∂r

�
r2 ∂y

∂r � ú r � t û � (7.36)

Si operiallorala sostituzioney ø ỹù r. È immediatoverificarechela funzioneỹ soddisfa l’equazione

∂2ỹ
∂t2 ú r � t û ø c2∂2ỹ

∂r2 ú r � t û � (7.37)
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chenonè altro chel’equazionedelleonde(7.19).Dunquesi hala soluzionegeneralẽy � y�
	 y� , e
quindi

y � r 
 t ��� 1
r

ỹ � r 
 t ��� 1
r � y� � ct � r ��	 y� � ct 	 r � � (7.38)

Dunqueil segnalechesipropaganeltuboconicoèancoraesprimibilecomesommadi ondeviaggianti;
questavolta,pero’, l’ampiezzadi questenonè costante,maproporzionale9 a r � 1.

In virtù di questorisultato,l’andamentodi pressioneeflussoall’internodi untuboconicoèancora
modellizzabilemedianteguided’onda,apattodi riscalareopportunamenteil segnale.

r

L

o

z - m

z - m

p+(n) p+(n-m)

p- (n+m)p- (n)

r o
 -1

p (n,m)

(L+r o) -1
p (n,0)

Figura7.11:Modellowaveguideperunasezionedi conodi lunghezzaL edistanter0 dall’apice.

Ricaviamoinfine l’espressioneperl’impedenzad’ondanelcasodi tubi conici. Valeunarelazione
analogaalla (7.21),ricavatadallaleggedi Newton:� S� r �

ρ � ∂p
∂r
� r 
 t ��� ∂u

∂t
� r 
 t � 
 (7.39)

dove S� r � è questavolta l’areadellacalottasfericasottesadal conoal puntor. In termini di variabili
d’ondala (7.39)diviene

u̇ ��� S� r �
ρ � � 1r � p��� � p�
� � 1

r2 � p� 	 p� � ����� S� r �
ρ � � 1rc � ṗ� � ṗ� � 1

r2 � p� 	 p� � �
9Intuitivamente,questorisultato è giustificatodall’idea che il prodottotra ampiezzadel segnale( � r � 2) e superficie

attraversata( � r2) deve rimanerecostante.
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dove l’ultimo passaggiòe giustificatodall’osservazioneche ṗ��� cp� � (il segno ! indica comeal
solito la derivazionerispettoall’argomento).Passandoalla trasformatadi Laplacequestadiventa

s " U � S# r $
ρr2 % P&
" ' 1 ( r

c
s)�( P*�" ' 1 + r

c
s)-,

.0/1 2 U & # s3 r $�� Γ # s$�" P& # s3 r $
U * # s3 r $���+ Γ 4 # + s4 $�" P* # s3 r $ con Γ # s$�� Γ0 ' 1 ( c

rs
)53 Γ0 � S

ρc
(7.40)

Γ # s$ èdunquel’ammettenzad’ondaperil cono,eperdefinizionel’impedenzad’ondaèZ # s$�� Γ * 1 # s$ .
A differenzadel profilo cilindrico, cheproduceun’impedenzad’ondareale,il profilo conicoproduce
unaZ # s$ complessa;conseguentemente,lo scatteringprodottodallagiunzionetraduesezioniconiche
sar̀adi più difficile trattazione.Si osserviinfinechenel limite in cui il conodiventauncilindro (ovvero
nel limite in cui r 6 ∞) si trova coerentementeZ # s$76 Z0 del tubocilindrico.

7.5 Un esempiocompleto: il clarinetto

In questasezioneci occupiamodella deduzionee dello studiodi un modellodi clarinetto. Questa
particolaresceltaèdettatadaalcuneragioni;innanzitutto,si trattadi unmodellodasempremoltostu-
diato,sulqualela letteraturàevastissimaemoltepropriet̀asononote.In secondoluogo,essofornisce
unesempiointeressantedi meccanismodi eccitazione,persistentenel tempoebasatosull’azionenon
linearedell’ancia.La presenzanel modellodi nonlinearit̀a e di retroazionèe fonte,comesi vedr̀a,di
alcuniproblemidi nonimmediatasoluzione.

Pur nella suarelativa semplicit̀a, dunque,il modellodi clarinettocheverr̀a presentatoin queste
paginecostituisceun’utile introduzioneaproblematichetipichedellamodellazionedi sistemiacustici.

Il significatodei simboli cheverrannoutilizzati nelseguito può essereletto nellatabella7.2.

Comedi consueto,il sistemavienesuddiviso neisuoidueprincipaliblocchifunzionali,eccitatore
erisonatore.Questisonoriconoscibilirispettivamentenelsistemaancia-bocchinoenel tuboacustico.
Il bloccoformatodaanciaebocchinosvolgeil ruolo di valvola nonlineare,e regolala differenza∆p
tra la pressioneP0 all’interno della boccadell’esecutoree la pressionep � p& ( p* all’interno del
bocchino;il tubo acusticocostituisceil bloccorisonatoredel sistema,ed è a suavolta costituitoda
sottoblocchiquali,adesempio,la campanaedi fori.

7.5.1 Risonatoreedeccitatore

Il bloccorisonatoreperil clarinettononcomporta,almenoin primaapprossimazione,grossedifficoltà
di modellazione;questòedovutoal fattocheil tuboacusticòeconottimaapprossimazionecilindrico,
cosicch́e valel’equazionedelleondeperla propagazionedi ondepiane.

L’utilizzo di tecnichedi modellazionedi tipo waveguidedescrittenellasezione7.4risultapartico-
larmenteefficienteedefficace.La sceltapiù semplicèequelladi assumereil risonatorecomeuntubo
acusticocilindrico ideale,in cui l’ondadi pressionep& uscentedalbocchinosi propagasenzaperdite
edhaunariflessioneperfetta(concambiodi segno)all’estremit̀a apertadel tubostesso.In formule,
questosignificaassumerechel’onda p* entrantenel bocchinoèdatada:

p*8# n$��9+ p&:# n + 2N $<; P*�# z$��9+ z* 2NP&8# z$ =
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Quantit̀a Simbolo Valore

Massa/areadell’ancia µr 0 > 0231Kg/m2

Areaefficacedell’ancia Sr 1 > 46 ? 10@ 4 m2

Freq.di risonanzadell’ancia ω0 23250rad/s

ω0 al quadrato ωr 232502 A rad/sB 2
Smorzamentodell’ancia gr 3000s@ 1

Aperturaa riposo H C 0> 4 ? 10@ 3 m

Parametrodi ampiezza A 0 > 0797 m3 D�A N 2
3 sB

Impedenzad’onda Z0 2290133 Kg D m4s

Pressionenellabocca P0 N/m2

Ondadi pressionedal tubo p@ N/m2

Ondadi pressioneversoil tubo pE N/m2

Pressionenel bocchino p F pE�G p@ N/m2

Flussoal bocchino u F 1
Z0

A pE
H p@ B m3/s

Flussototaleall’apertura uf m3/s

Posizionedell’ancia xr m

Tabella7.2: Simboli pervariabili e costantinelmodellodel clarinetto.
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Il numero2N di ritardi unitari dipendedallalunghezzaL del tuboedalperiododi campionamentoT;
precisamente,valeL I c J NT.

Un modellopiù accurato,ancheseancoramoltosemplice,consistenelprenderein considerazione
la radiazionedi suonoversol’esternooperatadallacampana.Questapuò esserevistacomeun filtro
passabasso,il qualeriflette le bassefrequenzeversol’interno edirradiale frequenzeal di sopradi una
certa fc di taglio; valori tipici di fc si aggiranointornoai 1500Hz. SiadunqueHbell K zL la funzione
di trasferimentodi un filtro passabassoconfrequenzadi taglio fc; l’onda pM entrantenel bocchinoè
alloradatada

pM K nL�I�N K hc O pP�L K n N 2N L<Q PM K zL�I�N zM 2NHc K zL PP K zL R
La partedel segnaletrasmessadallacampanaversol’esternoè invecedatada

pout K nL�I pP K n N N L�S K hc O pP�L K n N N L<Q Pout K zL�I zM N T 1 S Hc K zL U PP K zL R
Ulteriori raffinamentia questomodellosonopossibili. La presenzadi perdite,in generaledipendenti
dalla frequenzapuò esseresimulataintroducendoopportunifiltri G K zL , la cui rispostain ampiezza
forniscala dissipazionerichiestae la cui rispostain fasesia perlomenolineare(per non introdurre
ritardi dipendentidalla frequenza);anchela presenzadi fori può esseremodellizzatatramitefiltri di
scatteringposti lungola lineadi ritardo.

Di maggioreinteressèe il modello del blocco eccitatore,costituito da anciae bocchinocome
schematicamenterappresentatoin figura7.12.

u

S x
r
.

uf

H

x
r

r

Ancia

al
risonatore

Figura7.12:Schemadi anciaebocchinonelclarinetto.

In accordoconmolti autori l’ancia può, conbuonaapprossimazione,esserevistacomeun corpo
rigido; la suadinamicaviene dunquedescrittaunicamentedalla posizionexr . In altre parole, in
questaapprossimazionel’ancia è un elementoconcentrato. La suaequazionedel motoè quelladi un
sempliceoscillatorearmonico,forzatodalladifferenzadi pressione∆p I P0 N p:

∆p K t L7I µr
T ẍr K t L�S gr ẋr K t L�S ωr K xr K t L�N H L U (7.41)

Si può in corrispondenzastudiarela funzionedi trasferimentotra la differenzadi pressione∆p e lo
spostamentorelativo dell’anciayr I xr N H. Applicandola trasformatadi Laplacealla 7.41vale la
relazione

Yr K sL�I Hc K sL ∆P K sL con Hc K sL�I 1
µr

1
s2 S grs S ωr

R (7.42)
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In figura7.13è riportatoil graficodellacorrispondenterispostain frequenzaHc V jω W (moduloe fase).
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Figura7.13:Rispostain frequenzaHc V jω W a)ampiezza,eb) fase.

L’equazione(7.41)è completatadaunarelazionenon linearechelega la differenzadi pressione
∆p ed il flussototaleuf attraversol’aperturadell’ancia;questàe sostanzialmenteottenutasullabase
dellaleggedi Bernoulli edattraversomisurazionisperimentali10, edassumela forma

uf XZY[ \ A ] x4
3 ] ^ ∆p ^ 23 sgnV ∆pW se xr _ 0

0 se xr X 0
(7.43)

Si noti che la naturanon linearedi questarelazioneè dataanchedalla presenzadi condizioni di
contatto,cheimpongonodi forzarea zeroil flussouf quandol’ancia si chiudecompletamente.La
relazioneinversadella(7.43),cheesprime∆p in funzionedi uf exr , è datada

∆p X À
3
2 sgnV uf W ^ uf ^ 32 a x2

r : X f V uf b xr W c (7.44)

Il flussouf è a suavolta la sommadi duecomponenti:il flussou X 1
Z0
V pd e p̀ W nel bocchinoedil

flussoSr ẋ determinatodal movimentodell’ancia:

uf V t W X 1
Z0
V pd V t W�e p̀ V t W W�f Sr ẋr V t W c

Riassumendo,l’eccitatoreècompostodaunbloccodinamicolineareL edunbloccononlinearesenza
memoriaNL , i quali interagisconoin unoschemain feedbacksecondoil sistemadi equazioni

L : µr g ẍr V t W�f gr ẋr V t W�f ωr V xr V t W�e H V t W W h X e ∆p V t W
uf V t W X Z ` 1

0 V pd V t W�e p̀ V t W W�f Sr ẋr V t W
NL : pd V t W X P0 V t W�e p̀ V t W�e f V uf b xW c (7.45)

10La leggedi Bernoulli,validaperun fluido nonviscosoedincomprimibilein motostazionario,stabiliscecheattraverso
l’aperturadell’anciavalgala relazioneuf i A j x j ∆p1k 2sgnl ∆pm . Questavienegeneralizzatadaunarelazionedel tipo uf i
A j xν∆pµsgnl ∆pm , dove la costanteA e gli esponentiµn ν vengonodeterminatisperimentalmente.Unasceltacomunemente
accettatàe µ i 2

3 e ν i 4
3
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7.5.2 Attacchi e comportamentoa regime

Comeevidenziatodallatabella7.2e in figura7.13,la frequenzadi risonanzadi un’anciadi clarinetto
è tipicamentemolto più altadellefondamentalidellenoteeseguibili sututti i registri. Il valorescelto
in questepagine,ad esempio,̀e di o 3700Hz. È dunqueragionevole assumerechea regime valga
un’approssimazionequasi statica della rispostadell’ancia alla differenzadi pressione∆p: in tale
approssimazionela relazioneesattaYr p sq:r Hc p sq ∆P p sq (cfr. eq. (7.42)) viene sostituitadalla più
semplice

Yr p sq�o Hc p 0q�s ∆P p sq (7.46)

La (7.46)è giustificatadall’assunzionechelo spettrodi p siaconcentratonella regionedi bassafre-
quenza,in cui è lecita l’approssimazioneHc p jω q8o Hc p 0q (si vedaancorala figura7.13). L’inverso
dellaquantit̀a Hc p 0q prendedi solito il nomedi rigidità (stiffness)dell’ancia;è immediatoverificare
dalla(7.42)chevaleHc p 0q�r 1

µr ωr
.

Riassumendo,l’approssimazionequasistaticaportaadaffermarechea regimeil motodell’ancia
seguela legge

xr p t q�r H t 1
µrωr

s ∆p p t q
Sostituendoquest’ultimanellarelazionenonlineare(7.43)si ottiene

uf rZuvw vx A y H t 1
µrωr

s ∆p p t q z 4
3 s { ∆p { 23 s sgnp ∆pq se ∆p | Hµrωr

0 altrove

(7.47)

Nell’equazione(7.47)la dinamicadell’anciaèdunquescomparsa,esi stabilisceun legamedirettotra
il flussouf e la differenzadi pressione∆p. Il graficodella funzione(7.47)è riportatoin figura7.14.
Perbassivalori delladifferenzadi pressioneuf crescemonotonicamentecon∆p, fino araggiungereun
puntodi massimorealizzatoper∆p r H

3 µrωr . Al di sopradi talevalorel’ancia cominciaa chiudersi
e la dipendenzadi uf da ∆p diventamonotonadecrescente.Al raggiungimentodel valore critico
∆p r Hµrωr il flussosi annulla;al di sopradi talevalorel’ancia è completamentechiusae il flusso
rimaneidenticamentenullo.

La mappa(7.47)può essereutilizzataper costruireun modelloquasistaticodell’anciasingola;
in ogni istante,essendonotela pressioneesternaP0 e l’onda di pressionep} in arrivo dal risonatore,
l’onda p~ in uscitadall’eccitatoredeveesseretalecheil punto � p p~5� p} q � Z } 1

0 p p~
t p} q � appartenga
allacurva (7.47).

Due sonole principali osservazioni in meritoall’approssimazionequasistaticafin qui descritta.
Innanzitutto,essaè utilizzabile solamentea regime; nella fasedi attaccodel suono,al contrario,è
ancorapresenteil moto libero accantoa quello forzato. In secondoluogo, può essereinteressante
studiarei limiti di validità di tale approssimazione,anchein condizionidi moto a regime; comesi
vedr̀a nella successiva sezione7.5.4, le simulazioninumericheevidenzianoun comportamentopiù
complessodi quellodescrittodallafigura7.14.
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Figura7.14:Dipendenzadi uf da∆p nell’approssimazionequasistatica.

7.5.3 Equazioni a tempo discreto

Il sistemaa tempocontinuo(7.45)può essereriscritto in formavettorialecomesegue:

L : ẇ � t ��� Aw � t ��� Bu � t ��� Cy � t �
x � t �Z� Dw � t ��� Eu � t ��� Fy � t �

NL : y � t ��� f � x � t � � �
� �������� (7.48)

essendo w ���� xr

ẋr

�� � y ��� ∆p � u � ����� H

P0

p�
� ���� � x ���� uf

xr

��
Il vettorebidimensionalew è il vettoredi statodel sistemalineareL ; u rappresentaun ingressoche
raccoglieparametridi controlloesterniquali la pressionedell’esecutoreP0 e la posizionea riposoH
dell’ancia,oltreall’ondadi pressionep� in arrivo dal tuboacustico;y è il contributoprovenientedalla
relazionenonlineareistantaneaNL , e dipendeattraversola funzione f dal vettorex ��� uf � xr � T . Le
matrici usatenelle(7.48)sono

A � �� 0 1� ωr � gr

��
B � �� 0 0 0

ωr 0 0

��
c � �� 0

1
µr

��
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D ���� 0 Sr

1 0

��
E ���� 0 1

Z0 � 2
Z0

0 0 0

��
f ���� 1

Z0

0

����
Il bloccodinamicolineareL del sistema(7.48)può esserediscretizzatocon varie tecniche;a titolo
di esempiosi utilizzer̀a in questepaginela trasformazionebilineare,cheha peraltrodimostratouna
buonaaccuratezzanellesimulazioni.

Comedi consuetosi applica la successioneTr. Laplace   Tr. bilineare   Antitr. Z; pochi
semplicipassaggipermettonodi giungereal risultato:

s ¡ W ¢ s£�� AW ¢ s£�¤ BU ¢ s£�¤ CY ¢ s£ s � h
1 � z¥ 1

1 ¤ z¥ 1 ¦ h � 2
T§ w ¢ n£��9¨ hI � A © ¥ 1 ª ¨ hI ¤ A © w ¢ n � 1£�¤ B ¨ u ¢ n£�¤ u ¢ n � 1£ © ¤ C ¨ y ¢ n£�¤ y ¢ n � 1£ © « (7.49)

La (7.49)può essereriscrittain formapiù compattacome

w ¢ n£7� C̄y ¢ n£�¤ s¢ n£ ¦ C̄ ��¨ hI � A © ¥ 1C (7.50)

dove è statopostoin evidenzail contributo istantaneodi y ¢ n£ ; il vettores¢ n£ raccoglietutti i termini
rimanentie rappresentail contributo “storico” fornito dallevariaabilnoteal tempon (ovverou ¢ n£ ed
i valori passatidi w¦ u¦ y). Sostituendola (7.50)nellasecondadelle(7.48)si ottieneperx la seguente
espressione:

x ¢ n£�� Ky ¢ n£�¤ ξ ¢ n£ ¦ essendo ¬­­­® ­­­¯
K �°¢ DC̄ ¤ F £

ξ ¢ n£�� Eu ¢ n£�¤ D ¨ hI � A © ¥ 1 ª ¢ hI ¤ A £ w ¢ n � 1£¤ B ¨ u ¢ n£�¤ u ¢ n � 1£ © ¤ Cy ¢ n � 1£ « (7.51)

Anchein questocasoil contributo istantaneodi y ¢ n£ è statopostoin evidenzatramitela matriceK ,
mentreil vettoreξ ¢ n£ raccogliei termini noti al tempon. In definitiva, la discretizzazionetramite
trasformazionebilinearehaportatoadun sistemadellaforma

L : w ¢ n£�� C̄y ¢ n£�¤ s¢ n£
NL : y ¢ n£�� f ¢ Ky ¢ n£�¤ ξ ¢ n£ £ ¦ (7.52)

dove è riconoscibileun anellosenzaritardi tra y ¢ n£ ew ¢ n£ : in particolarela relazionenonlineareNL
fadipenderey ¢ n£ dasestessa.QuestoproblemavienerisoltofacendousodelmetodoK; senzaentrare
nei dettagli,il metododimostrachedallarelazioneimplicita

g ¢ ξ ¦ y£�� � y ¤ f ¢ Ky ¤ ξ £7� 0

è possibilericavarneunaesplicitay � f̄ ¢ ξ £ . Il vettoreξ è a suavolta il vettoredi statodi un nuovo
sistemalineare,ricavato sostituendola relazioneinversaw � D ¥ 1 ¨ ¢ K � F £ y � Eu ¤ ξ© nella prima
delle(7.52).In conclusioneil sistema(7.52)vienesostituitodaun nuovo sistema

L ± : ξ ¢ n£Z� B̄u ¢ n£�¤ s̄¢ n£
NL ± : y ¢ n£Z� f̄ ¢ ξ £ ¦ (7.53)

conB̄ e s̄¢ n£ opportuni.Il sistema(7.53)è computabile.
Di seguitosi riportaunesempiodi implementazionein linguaggioC delmodelloappenadescritto.
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/* Parte lineare */
csi1=utilde +a1*(H-csi21) +b1*(utilde1 -csi11) +c1*y1;
csi2=csi21 + a2*(H-csi21) +b2*(utilde1 -csi11) +c2*y1;

/* Parte non lineare*/
y = nonlinearity(Po,pmeno,ppiu1,csi1,csi2);

/*Aggiornamento variabili*/
x=csi2 + k2*y;
if (x < BEATDISTANCE) /*Ancia battente*/
{
x = 0;
ppiu=pmeno;
y=pmeno+piu-Po;
csi1 = -k1*y;
csi2 = -k2*y;

}
else
{
ppiu=y-pmeno+Po;

}
csi11=csi1;
csi21=csi2;
utilde1=utilde;
y1=y;
ppiu1=ppiu;

7.5.4 Risultati

Discutiamoinfinei risultati forniti dalmodelloatempodiscretoappenadescritto.Un primocriteriodi
valutazionevienedaun’analisidellarispostain frequenzaa tempodiscretoHd ² z³ dell’ancia.Questa
è ricavatadallarispostaa tempocontinuo(7.42)persemplicesostituzione:

Hd ² z³�´ Hc µ h1 ¶ z· 1

1 ¸ z· 1 ¹
La figura 7.15 riporta i grafici della rispostain frequenzaHd ² ejω ³ insiemea quelli di Hc ² jω ³ , ad
unafrequenzadi campionamentodi 20 kHz; si può notarewarpingin frequenza,cos̀ı comeprevisto
dallateoria,manel complessola rispostaè preservataconsufficienteprecisione.In particolareè ben
preservato il comportamentoin bassafrequenza,ovverola zonain cui il sistemalavora.

Accantoall’analisi in frequenzàeutile strudiareil comportamentodellesimulazioninel tempo.In
ognipuntodelmodelloèpossibileprelevareil segnalecorrispondenteallegrandezzefisichepiù signi-
ficative (xr º ∆p º p» º uf . . . ), e studiarneil comportamentoal variaredei principali parametrifisici e di
controllo(P0 º H º ωr . . . ). Nelle figure7.16,7.17è mostratol’andamentodellaposizionexr dell’ancia
quandovieneapplicatoin ingressoun gradinodi pressioneP0 ´ 1900Pa. Il risonatoreè in questo
casounasemplicelineadi ritardoconriflessioneperfettaall’estremit̀a aperta. Si notaun transitorio
di attaccoin cui il moto libero dell’anciaè ancorapresente:un modelloquasistaticocomequello
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Figura7.15:Rispostein frequenzaa tempocontinuoediscreto,Fs ¼ 20kHz. (Hc ½ jω ¾ lineacontinua,
Hd ½ ejω ¾ tratteggiata);a)ampiezza,eb) fase.

descrittonellasezione7.5.2nonè in gradodi rioridurreun simile transitorio.Al teminedellafasedi
attacco(delladuratadi circa0 ¿ 08 s) il motosi stabilizzasullaformad’ondaquadra,caratteristicadel
clarinetto,e la posizionexr è in fasecon la differenzadi pressione∆p.È questala fasedel moto in
cui l’approssimazionequasistaticapiò esserelecita. Tuttavia, unostudiodell’andamentodi ∆p e uf

mostraunasituazionelievementediversa,evidenziatadallafigura7.18. Sonostatiprelevati i segnali
relativi a flussoe differenzadi pressioneal bocchino(uf e ∆p), avendoapplicatoin ingressoun gra-
dinodi pressioneP0 ¼ 2265Pa(valoreoltre l qualel’anciacominciaabattere).La figura7.18mostra
chela relazionetra le duegrandezzesi discostadalleprevisioni teorichedellaapprossimazionequasi
statica;in particolaresi evidenziaun comportamentoisteretico, indottodalladinamicadell’ancia.
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Figura7.16:Transitoriodi attaccoperla variabilexr À t Á , P0 Â 1900Pae Fs Â 20 kHz.

0.2 0.205 0.21 0.215 0.22 0.225 0.23 0.235

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

x 10
−4

t   [s]

x r   
[m

]

Figura7.17:Comportamentoa regimeperla variabilexr À t Á , P0 Â 1900PaeFs Â 20kHz.
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Figura7.18: Curva quasistatica(lineapesante)e comportamentodellasimulazione,P0 Ã 2265Pa e
Fs Ã 20 kHz.
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