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7.1 Intr oduzione

Nello sviluppodi modellidi sistemiacusticié utile individuareblocchifunzionalmentalistinti, i quali
possonovenire studiatiindipendentementBuno dall’altro e successiamentemessiin interazione.
Ad un primo livello di scomposizionesi identificanodue principali blocchifunzionali: I eccitatoe
edil risonatoe. Il risonatoree la partedello strumentan cui la vibrazionehaeffettivamenteduogo,
ed e correlatoa caratteristichesonorequali altezzaed inviluppo spettrale. L'eccitatoreprovoca ed
eventualmentesostienela vibrazionenel risonatore,immettendoenegia nello strumento;da esso
dipendonde propriet di attaccodel suono,fondamentalinell'identificazionedel timbro. Perfare
gqualcheesempiosonoblocchirisonatorila cordanellachitarra,nel pianoforte,nel violino, o il tubo
acusticoneilegni e nggli ottoni. Sonoinveceeccitatoriil plettronellachitarra,l’archettonelviolino,
il martellettonel pianoforte J'ancia nel clarinetto.

Ciascunadei dueblocchivienedescrittoda un sistemadinamico,tipicamentdineareper quanto
riguardail risonatoree non lineareper I'eccitatore. L'eccitatorepud di solito essereappresentato
comecostituitoda corpi rigidi connesstra loro attraversodegli ideali elementiconcentati (molle,
elementidi attrito . ..), eventualmenteonlineari. | modellocod ottenutoe alloradescrittodasiste-
mi di equaziondifferenzialiordinarie(ODE, OrdinaryDifferentialEquations)nel passaggi@tempo
discreto questaedevonoesserasimulateutilizzandole tecnichemesseadisposzionelall'analisinume-
rica. La sezioner.2 e dedicataallo sviluppodi modelliatempocontinuotramiteelementiconcentrati,
mentrela successia sezione7.3 descrve alcunedelle principali tecnichedi discretizzazioneli tali
modelli.

Dalla parteoppostail risonatorevienetipicamentetrattatocomeun corpoflessibile,in cui for-
ze e materiasonodistribuiti in uno spaziocontinuo;si parlaallora di elementidistribuiti, cordeo
membranenel casomeccanicogcolonned’aria nel casofluidodinamico. Il modellovienein questo
casodescrittodaequazionille derivateparziali(PDE, Partial DifferentialEquations)le cuiincognite
dipendonodalla posizionee dal tempo. La techicadominantenella descrizionea tempodiscretodi
elementidistribuiti € quellachefa usodi modelliwaveyuide adessié dedicatda sezioner .4.
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Il capitoloé completato(sezione7.5) daun esempiadi modellofisico di un sistemaacustico:il
clarinetto.La quantit di letteraturaesistente di propriet note,insiemealla relatva sempicié, sono
tutteragionichefannodi questomodelloun buonesempidntroduttivo alla sintesipermodellifisici.

7.2 Elementi concentrati: modelli atempo continuo

In questasezioneci occuperemaorincipalmentedi modelli ad elementiconcentrati;descrveremo
dunquei sistemiacustici(meccanicie fluidodinamici)in esametramite sistemidi equazionidiffe-
renziali ordinarie,o ODE. Nello sviluppodi modelli concentrati¢ utile innanzituttostabilire delle
analogieformali coni sistemielettrici, chesarannmel segyuito assuntcomeschemali riferimento.

7.2.1 Analogie

Comee bennotodallateoriadei sistemi,perunalarga classedi sistemifisici € possibileindividuare
coppiedi variabili caratterizzatelal fatto cheil loro prodottorappresentainapotenzalKg m?/s?].
Uno dei duefattori vienesolitamentandicatoconil nomedi trans-variabile a significare*variabile
il cuivaloresi misuraai capi”’, mentreil secondwienechiamatgper-variabile, ovvero“variabileil cui
valoresi misurasuunasezione”.Nei sistemielettrici € naturaleidentificarela trans-ariabileconla
tensionev ela pervariabileconl’intensita di corrented (si osservicheil prodottoi - v daeffettivamente
unapotenza)Poiclela coppiav,i obbediscalle leggi di Kirchhoff, nel seguito coppiedi variabili che
obbedisconaleggi analoghererrannogenericamentdettedi Kirchhof, anchenell’ambitodi sistemi
meccanick fluidodinamici.

Nei sistemielettrici le due variabili di Kirchhoff sonoin generaldegate da equazioniintegro-
differenziali.In particolarefre fondamentalrelazionilineari permettonali introdurrei concettidi re-
sistenzacapacié edinduttanzal’uso dellatrasformatali Laplaceconsentali scriveretali equazioni
sottoformadi semplicirelazionialgebriche:

V(s) =R-I(s), V(s) = %I(s), V(s) =sL-I(s). (7.2)
E quindiopportungprenderén considerazionanchee grandezzéntegrali (neltempo)dellevariabili
di Kirchhoff: questevengonodettevariabili estensivementrele prime sonoindicatecomeintensive
Latrans-wariabileestensia e quindiil flussodi induzionemagneticap, mentrela pervariabileesten-
siva non ¢ altro chela caricaqg. La figura7.1schematizzée relazionicheleganole quattrovariabili
in un sistemeelettrico.

Per-variabile intensiva L Trans-variabile estensiva
i -
R S
S
q—= \Y
Per-variabile estensiva C Trans-variabile intensiva

Figura7.1: Relazionitra per etrans-variabiliintensve ed estensie (sistemaelettrico).
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Nel casodei sistemimeccanici’analogiapiu comunementadottatgsebben@onl'unica) e quel-
la di Maxwell cheattribuisceallavelocitiv[m/s]il significatodi pervariabileintensval edallaforza
f [Kg m/s’] quellodi trans-ariabileintensiza (si noti chele dimensionidi f - v sonoquelledi una
potenza).Le variabili estensie sonodunquela posizionex [m] (integraledellaveloci®) e I'impulso
dellaforza[Kg m/s](integraledellaforza).

Le leggi dellameccanicdornisconatre relazionifondamentalira f ev e permettonali introdurre
concettianaloghia quelli di resistenzainduttanzae capacia.

La relazionepiu semplicedi proporzionalid diretta,e datadallaleggedell’attrito lineare u-v=
f. Seconveniamodi adottarel’analogiadi Maxwell il coeficiented’attrito p giocail ruolo della
resistenza.

Una secondarelazioneé fornita dalla legge di Newton f = ma(= nv), chelega la forza al-
I'accelerazione. Tramite la trasformatadi Laplacela legge di Newton pud essereriscritta come
m-V(s) = 1F(s). Comesi vedequestaappresentformalmenteun’integratore dove in particolarda
massam occupail postodell'induttanza.

Infine,I'analogodi fenomenicapacitvi efornito dallaleggedellamollaidealef =k-x(=k f v dt),
ovveroV (s) = § - F(s); questavolta 'equazionee quelladi un derivatore,nel qualeil coeficientedi
elasticif k corrispondell’inversodi unacapacia.

Abbiamodunquetre relazioniin perfettaanalogiaconle (7.1):

F(9) =h-V(9), F(9)= SV() F(9) =smV(9
v v v 72)
pH~ R % ~ C, m~ L.

Passiammraai sistemifluidodinamici.Unasceltanaturaleperle variabili di Kirchhoff & quelladi
pressionecusticap [Kg/ms?] (trans-ariabileintensia) eflussou [m3/s] (pervariabileintensva). Per
pressionecusticap si intendela variazione(tipicamentepiccola)rispettoalla pressioneatmosferica
pa, Oovvero p = dp,. La variabileu vieneanchedettaveloci& di volume e in un tubo cilindrico di
sezionesS essee legataalla velocit di particella v dallarelazioneu = Sv. Anchein questocasoil
prodottou- p hale dimensionidi unapotenza.Le variabili estensie sonodatedal volumed’ariaV
(integraledel flusso¥ e dall'integrale della pressiondgrandezzaenzanessurparticolaresignificato
fisico).

E possibileidentificarefenomeniresistii, capacitvi ed induttivi anchein campofluidodinami-
co, sebbend’analogia sia leggermentemenointuitiva rispettoai sistemimeccanici. Esaminiamo
brevementeciascunadeitre cas?.

Se consideriamdl passaggidi un flussoacusticoattrasersoun foro di piccole dimensioni,e
lecito considerarehequestasiain faseconla pressione chevalgaunarelazionedeltipo p=R- u;
R vienealloradettaresistenzadraulicao fluidodinamica.

| fenomenicapacitvi sonoinveceassociatalla contrazioneed espansiondi volumi d’aria all’'in-
ternodi cavita. Si consideriun volumeV di aria, aventedensit p e confinatain unacavita; agendo
sudi essala pressionecusticap produceunacontrazionedV datada—pc?-dV/V = p (essend®,c

1sj facciaattenzioneall’lambiguita della notazioneintrodotta: la letterav indica sia la tensione(trans-wariabile)in un
sistemeelettricosiala velocita (pervariabile)in un sistemameccanico.

2A questopuntola confusionenotazionaled completa:il simboloV indiche&é a secondalei casiil volumed'aria, la
trasformatadi Laplacedellatensioneo la trasformatali Laplacedellavelocita.

Sperunatrattazioneapprofonditasi vedaad esempidFletcherandRossing(1991)
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rispettvamentela densia dell’aria e la veloci@é del suono).Di consguenzanella cavita pud entrare
un nuovo volume—dV, datoperdefinizionedall’integraledel flussoentranteu. In definitiva:

t Y 1 Vv
—th:/ t")dt' = —p(t & ~U(s) = —P(s).

0 = | ut)t' = () U= 5P
Riscrivendoopportunamentquestarelazionee confrontandolaonla secondalelle (7.1) si vedeche
la quantit pc?/sV rappresentiianalogofluidodinamicodi unacapacia.

Perquantoriguardal’induttanzafluidodinamicagquestee definitaall'interno di un tubosuficien-
tementecorto, di sezioneS e lunghezzal.. In dettaglio,se p € la densia dell’aria allorala massa

contenutaneltuboe m= pa., e dallaleggedi Newton f = masi deduce
_pL
S

(ricordiamocheil flussou e la velocita di particellav sonolegatedallarelazioneu = Sv). Si vede
dunguechela relazionetrau e p e di tipo induttivo.

Sp(t) = pSL-v(t) =3 P(s) U (s)

Possiama questopuntodareunadefinizionedel concettodi impedenzger sistemimeccanicie
fluidodinamici.ln analogiaconi sistemielettrici,definiamad’impedenzaZ(s) di unelementaconcen-
trato comerapportotra le trasformatedi Laplacedellatrans-ariabile e della pervariabileintensie.
Alla lucedi quantodettofinorasiamoin gradodi affermarechel'impedenzaassociatadun generico
sistemapud esserevista comecombinazionedi componenti‘elementari” Zg, Z¢,Z,, assimilabilia
fenomenidi tipo resistio, capacitvo edinduttivo. Useremaancheil concettadi ammettenzalefinita
semplicementeomel’inversodell'impedenzag laindicheremacon[ (s).

Le espressionper le tre impedenzeondamentaliZg, Zc,Z, sonoriportateall’interno della ta-
bella7.1, cheriassumetutte le analogiemessefino ad orain luce tra sistemielettrici, meccanicie
fluidodinamici.

Sistema Elettrico Meccanico Fluidodinamico
Per-variabileint. Correntei Velocitav Flussou
Trans-variabileint. Tensionev Forzaf Pressioneg
Per-variabile est. Caricaq Posizionex VolumeV
Trans-variabileest. Induzione ImpulsoJ Senzanome, [ p(t)dt
Zr (Resistenzalr (Attrito) (Foro)R

Zc (Capacit) £ | (K™ | (Molla & | (K9] | (cavita) & | [ K&
Z (Induttanza)? (Massam-s (Tubo) p—gs

Tabella7.1: Schemaiassuntro delleanalogietra sistemielettrici, meccanicie fluidodinamici

7.2.2 Giunzioni

Ci occupiamaoora dello studiodelle connessiontra gli elementiintrodotti nellasezioneprecedente.
Alla luce delle analogiemessdn luce, daqui in avanti corveniamoper semplicié di indicareconi
terminidi tensionee correntele generichevariabili di Kirchhoff, denotateispettvamenteconv ei.
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Comeperi circuiti elettricivalgonole Leggi di Kirchhof, chein questocontestgpossiamaespri-
merecos:

¢ In uncircuito la sommadelle pervariabili intensve cheattrasersana ramientrantiin un nodo
e nulla (leggedi Kirchhoff ai nodi).

¢ In un circuitola sommadelle trans-ariabili intensve ai capidei rami costituentiunamagliae
nulla (leggedi Kirchhoff alle maglie).

Le leggi di Kirchhoff ci permettonali fornire unadefinizioneperconnessionin seriee parallelo
perN elementidi impedenzaPrendend@ncoraunavoltai sistemielettrici comemodellodi riferi-
mento,affermiamocheunagiunzionee in seriesela correntecheattraversagli N rami e la stessaer
tutti mentrela sommadelletensionidi magliae nulla. In formule:

N
v =0, i =iy VI=1...N (7.3)
2,

Un esempidali connessiona seriee datodadueo pit cordecollegatetraloroin unpunto(idealmente
privo di massa)Alla giunzionele velocit delle duecordesonoovviamentee stessementrele forze
si devonosommarea zeropernonimprimereun’accelerazionénfinita ad un puntodi massanulla.

In manieraduale,affermiamocheunagiunzionee in parallelosela tensionecheinsistesugli N
rami e la stessaertutti mentrela sommadelle corrential nodoé nulla. In formule:

N
ii =0, Vi=V; VI=1...N (7.4)
2

Due o piu tubi acusticicollegati tra loro ad unaestremié costituisconainaconnessioné parallelo.
Infatti il principio di conserazionedellamassamponechei flussinetti nellagiunzionesi sommino
azero,mentrepercontinuit la pressionidai vari rami assumondo stessovalore.

Studiamooraun esempiaoncreto:prendiamdn esameun semplicesistemaacusticonotocome
risonatoe di Helmholtz Le variabili di Kirchhoff sonoin questocasola pressionep eil flussou. La
figura7.2 fornisceunaschematizzaziondel sisteman esamecostituitodaun “collo” di lunghezza
L esezioneSe daunacavitadi volumeV.

Figura7.2: Unrisonatoredi Helmholtz.

Mostreremanelle prossimerighe cheun risonatoredi Helmholtzpuo esseremodellizzatatramite
connessiondi opportunielementiconcentratijn particolare vedremocheessoé equivalentead una
connessionén seriedelletre impedenze&y, Z, , Z¢.

Consideriamal casoin cui vengaapplicataunapressioneesternape comein figura: vogliamo
descrvereil flussou. Schematizzandgossiamdmmaginarel risonatorecompostadatre elementi
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distinti: la terminazionepertajl collo ela cavita. Il flussou & condviso datutti e tre questielementi,
dunguéa connessionein serie.

Comediscussa pagina7.4,il collo € descrittodaun terminedi impedenzguramentaénduttiva
z, = 2 (p ¢ladensit dell'aria).

Le dissipazioni(anchequelleviscosesulle pareti)vengonomodellateda un sempliceterminedi
resistenz&Zg = R. Perfinire, il flussou entranella cavita, cos che bisognaconsiderareancheun
terminedi capacid Z¢c = % (dove cindicacomedi consuetda velocit del suononell’aria).

In conclusionenel dominiodellefrequenzél flussoe descrittodall’equazione

pL pc? 1
RU(S)+ —-9J(S) — — - =U(s) =P:s). 7.5
Notiamochela (7.5) &€ formalmenteidenticaall’equazioneche descrve un circuito RLC, nel quale
la pressioneesternape swlge il ruolo di un generatore: bennoto che questae I'equazionedi un

oscillatore. La figura7.3mostrail circuito descrittodalla(7.5).

U—»
2R Z“j

), Z

e |

T —

Figura7.3: Circuito equivalentead un risonatoredi Helmholtz.

7.2.3 Elementinon lineari

Gli elementie gli esempuvisti fino adorarimangononell’ambitodelle equaziondifferenzialilineari.
E proprioquestecircostanza renderepossibilela definizionedi impedenzail passaggi@llatrasfor
matadi Laplaceconsenteali corvertire delle relazioniintegro-differenziali(lineari) in semplicirela-
zioni algebriche.Quandoinvecesi voglia prenderan esameelementinonlineari, la trasformazione
di Laplaceperdeogni utilita e nonconsentgit di trovaresoluzionidelleequazionin esame.

Un semplicesistemaelettrico, utile ad esemplificarel ruolo delle non lineari@, & costituitodal
classicccircuito di Chua-Felderhof. Questanoné altro cheuncircuito RLC, nelqualele componenti
R edL sonolineari; la component€ & unacapacia nonlineare la cui caratteristicaensione-carice

~ CoV per v—0, (7.6)

definitaperv > —vp. Dunquel’elementocapacitvo ha un andament@pprossimatamentelineare
solopertensionimolto piccole,e senediscostaal crescerali v. La figura7.4 mostral’andamentai
g(v) pervaloriCy = 80pFe vy = 0.6V.

Il circuito di Chua-Felderhdfesibisceun comportament@aotico;in particolare al variaredella
tensionedi picco del generatord’andamentodella caricaq(t) € soggettoa biforcazionisuccessie,
cheportanoaripetuti raddoppidi periodoe quindi a dinamichecaotiche.
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Figura7.4: Caratteristicanonlineareperil condensator€r.6) (Co = 80pF, vo = 0.6V).

Nei modelli fisici di strumentimusicalile non linearita giocanoun ruolo essenzialesoprattutto
nella descrizionedei meccanismidi eccitazione:l'interazionetra I'elemento eccitatore(I’'ancia di
clarinetto, il martellettodi pianoforte,e cod via) e la parterisonantedel sistema(tipicamentela
cordao il tuboacusticol il piu delle volte descrittadarelazioninonlineari. Sedaunapartequeste
complicanofortementei modelli (anchee soprattuttodal puntodi vista dellatrattazionenumerica),
dall'altra conferisconaai modelli stessidinamiche‘interessanti”.In assenzali elementinon lineari
qualsiassistemadi equazionicostituiscenulla pit di unfiltro, siapuredi dimensionielevate.

Due esempidi modelli non lineari molto usatisonorappresentatilall’anciadi clarinettoe dal
martellettononlineare di pianoforte.Le equazionidel clarinettovengondrattatenellasezioner.5;in
guestepagineesaminiamanveceil martellettononlineare,rappresentatschematicamenta figura
7.5. In questomodelloil martellettoe rappresentatdaunamassan collegataad unamolla e adun

R 7

_

Martelletto Corda

Figura7.5: Schemaneccanicalel martellettononlineareconfeltro dissipatvo.

attrito, cherendonocontorispettvamentedell’elasticitr e delle dissipazionidel feltro nell’'urto conla
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corda.l tre elementisonoovviamentein serie,in quantocondiidonola velocita del martelletto.
L’elasticita @ nonlineare,ed é rappresentatdallarelazione

f=f(x)=k-x,

dove a e un coeficienterealeche“modula” la nonlineari@a (a = 1 corrispondeal casolinearedella
mollaideale)e x & la posizionedel martellettorelatva a quelladellacorda.

Osserviameheil martellettononlinearee un perfettoequivalentemeccanicalel circuitodi Chua-
Felderhof: &infatti costituitodaunaconnession@ seriedi un elementaesistio lineare(attrito), un
elementanduttivo lineare(massag un elementacapacitvo nonlineare(molla); I'unica differenzara
i duesistemie datadallaformadellanonlinearigx*.

7.3 Elementi concentrati: metodi numerici

Fino ad ora ci siamooccupatidella costruzionedi modelli a tempocontinuodei sistemifisici a cui

siamointeressati:la real fisica viene schematizzat&ramite la connessioneli elementimeccanici
fondamentali,a loro volta descritti da equazionidifferenziali. Per effettuaredelle simulazioninu-

merichee necessari@perarel passaggiaatempocontinuoatempodiscreto,ovvero da equazioni
differenzialiadequazionille differenze

7.3.1 Campionamentoe aliasing

Nell’ambitodellateoriadeisegnali,unatecnicaelementaréli discretizzazione quelladellainvarian-
zadellarispostaall'impulso. Seil sistemadifferenzialeconsiderate lineareessoe completamente
descrittodallasuarispostaall'impulsohc(t), o equivalentementeallafunzionedi trasferimentd(s)
(trasformatadi Laplacedi he). Il metodoconsisteallora nell’effettuareun campionamentainiforme
di he, scalatoper 'ampiezzadell'intervallo di compionamentd’. Si costruiscequindi la risposta
all'impulso atempodiscretohy, datada

hg(n) =T - he(nT). (7.7)

Il vantaggiodi unatale tecnicarisiedeovviamentenel fatto cheessgpresera la formadellarisposta
all'impulso. Inoltre si pud vedereche,indicaticon p i poli di Hc, i poli corrispondentdi Hy sonodati
semplicementela pg = e™T. In particolare,seRe(p.) < 0 si ha| pg |< 1; quindi anchela stabilita
vieneconsenrata.

Il teoremadel campionamentalimostrache la rispostain frequenzaHg(el®) del sistema(7.7)
e la ripetizione periodicadi quelladel sistemaa tempocontinuo,con periododi ripetizione pari a
Fs=T~1. Sihaciog

2kt

?) (7.8)

+o0 i
, jo
Ho(e) = 3 Ho(dP +
k:z_oo ¢ T

Unaconsguenzae chesela bandadi H. € piu largadi Fs le ripetizioni periodicheintroduconodelle
componentspurienellabandadi interessegeril sistemadiscreto;si hacioé aliasing

4perlomend’unica differenzastrutturale. In realyi due sistemifunzionanoin manieradiversa,dal momentocheil
circuito di Chua-Felderhdfé forzato da un generatoredi correntealternata,mentrenel casodel martellettola forzante
risultadall’interaziong(limitata agli istantiiniziali del moto) conla corda.
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Il fenomenoe trascurabilese H; & sufficientementeprossimaallo zero alle alte frequenze,ad
esempiaquandorappresentéa rispostain frequenzali unfiltro passa-bassopassa-bandd\lel caso
di trasformazionpassa-altoinvece,l'aliasing distorcein manierasensibilela rispostain frequenzaa
tempodiscretoe il metodononpud esseraitilizzato.

7.3.2 Mappe lineari

Un approccioalternatvo a quello appenavisto consistenel rimpiazzarele derivate dell'equazione
differenzialen esameconcombinazioniinearideivalori assuntdallavariabileneipuntit = nT, con
n=0...N. Nel dominiodelle frequenzecio corrispondea sostituires conun’opportunaunzionedi
0(2) (ricordiamochele proprietidellatrasformazioneli Laplacee dellatrasformazion& permettono
di identificares comeoperatoredi derivazionee z-1 comeritardo unitario). La funzioneg definisce
quindi un mappings +— z del pianocomplessan ¢ e la funzionedi trasferimentoHy(z) a tempo
discretoe ottenutadaquellaa tempocontinuoHg(s) percomposizione:

Un primo elementaréentatvo & quellodi sostituirealla derivataun rapportoincrementale:

d _ X(nNT)=x(nT—=h)  x((N)T) =x((nh—1)T)

—x(nT) := | ~

g <(nT) =l h T
Questaappresentta pit sempliceapprossimazionperla derivataprima,e prendel nomedi schema
di Eulero all'indietro. Perapprossimaréa derivatasecondai pud in manieraovvia applicarda (7.9)
alladervataprima:

(7.9)

d? 1 X(nT)=x((n=1T) x((n=1)T)—=x((n=2)T)

eV ~ 7 T T -

X(nNT)—=2x((n—=1)T)+x((n—2)T)
T2 '

Tuttavia unasceltamigliore consistenel centrarela stimaintorno all’istante n piuttostochen— 1.
Dunquesi usadi solito I'approssimazionseguente:

2 _ _
%X(t)zx((n+l)T) 2x§nzT)+x((n 1)T). (7.10)

L’'approssimazionér.9) definisce neldominiodelle frequenzeil mapping

1-zt
N
Dataalloraunafunzionedi trasferimentca tempocontinuoH,, a questaviene associatainacortri-

spondentély datada
1-z1
Hd(z) = Hc( T )

Vediamooraun secondariterio di approssimazionperle derivate. Partendadall’identita

(7.11)

X(nT)=x((n—1)T) + " X(t)dt
(n—1)T
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si puo approssimaréintegraleconil metododeitrapezi,ottenendo

x(NT)+x({n—1)T)

X(nT) =~ x((n—1T)+T 5

(7.12)
X(nT) =x((n—=1T) _x(nT)+x((n—1)T)
T - 2
Intuitivamenteil metododei trapezifornisce un’approssimazionenigliore rispettoallo schemadi
Eulero;infatti lo stessadapportoincrementalaonapprossimaiu la derivatain nT, mail valor medio
di questaranT ed(n— 1)T. Applicandola trasformat& alla (7.12)si trova

- 21-71 21-71
X2~ =—=X(z >SN ———

@ Tl4+z1? @ Tl4+z1
Anchein questocasoabbiamoottenutoun mappings+— z del pianocomplessan sé, che prendeil

nomedi trasformazionéilineare. La funzionedi trasferimentatempodiscretoHy € alloraottenuta
daquellaatempocontinuoH. mediantda relazione

21-z1
o) = e (F 1550

(7.13)

Perindividuarepregi e difetti del metododi Euleroe dellatrasformaziondilineare,studiamole
propriet deirispettvi mappingdasaz.

Siala(7.11)siala (7.13)definiscondrasformazionuno-a-unalel pianocomplessan s&, e quindi
nonintroduconaaliasing.Questce unfondamentale@antaggicaispettoalle tecnichedi campionamen-
to dellarispostaall'impulso.

Inoltre, si puo vederechele duetrasformazionmappand’assedellefrequenzenalogiches= ju
rispettvamentenel cerchiodi raggiol/2 centraton z= 1/2 e nel cerchiodi raggiounitario centrato
nell'origine. Il semipianoRe(s) < 0 viene mappatoall’interno delle due circonferenze.Da questo
possiamdrarre alcuneconclusioni:innanzitutto,entrambde trasformazionpreseranola stabili,
percte poli conparterealenegativa vengonoportatiin poli di modulominoredi 1. In realt Eulerofa
anchedi piu, percke pud mappareoli conparterealenulla o addiritturapositiva all'interno del cerchi
unitario. Questagpropriet stabilizzantgprendea volte il nomedi smorzamentartificiale.

Osserviamahela trasformaziondilinearemappaesattamentBassedelle frequenzeanalogiche
nellacirconferenzalelle frequenzeadiscretez = e, Questad unaproprief estremamentpositiva,
perckein questamodola formadellarispostan frequenzalel sistemavieneconseratanel passaggio
altempodiscreto.La stessaosanonsuccedenveceperil metododi Eulero:infattis= 0 corrisponde
az= 1, comedesideratomale frequenzeiu altevengonamappatedentroil cerchiounitaropiuttosto
chesudi esso.

Un’ultima osserazionesu questeduetrasformazionriguardail warping cioe la compressione
introdottasulle frequenze.Questoe un fenomenoche nella progettazionali sistemiacusticiva va-
lutato con attenzione:in alcunicasi,ad esempiojl sisteman esamepuo avereunao piu frequenze
di risonanza;se questevengonospostatedal warpingin seguito alla discretizzazionelel sistemail
modellopuo diventaredel tutto fallimentare.

Perla trasformaziondilinearee facile vederechesez = e/, |a (7.13)si riducea

_ 21-¢iw S Etan(%), (7.14)

SRR T2
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Questamostrache sulle bassefrequenzela relazionetra w. e wy € approssimavamentelineare,
mentresulle alte frequenzesi hawarpingedin particolarewy — tquandow, — +oo.

Ancheperil metododi Eulerosi verificaun analogofenomenadi distorsione con la differenza
chein questocasonone possibilericavareunacorrispondenzdirettatra v e wqy analogaalla (7.14).

7.3.3 Integrazione numerica di ODE

Nell'ambito del calcolo numerico,i metodiconosciutied utilizzati per I'integrazionenumericadi
sistemidi equaziondifferenzialiordinariesononumerosi.

In generaleun sistemadi ODE pud sempreesserescrittocomeun’equazionevettorialedel primo
ordine:

x(t) = f(x(t),t) (7.15)

Sef elineare, f(x(t),t) = Ax(t) + Bu(t), allorala soluzioneesattapud sempreesserdrovataricor-
rendoad esempicalle trasformatedi Laplace.Seinvece f & nonlineare,in generalenon & possibile
trovaresoluzioniesatteperla (7.15). B

La maggiorpartedei metodidel calcolonumericolavora suproblemiai valori iniziali:

xt) = fx(1),1)

- (7.16)
X0) = X
Al problema(7.16)vieneassociatain’equazionalle differenzechein generaléhala forma
k
%al&-kl = T(_Pf (Xn+ka)_(n+k—1a'--a)_(natnaT)’ (717)
& T

dove T elintervallo di campionamentek € il numerodi passidel metodo.La formadellafunzione
0 cambiaa secondalel metodoscelto: metodilineari multistep, predictorcorrects, Runge-Kitta,

e cos via. Lo schemadi Euleroall'indietro e la trasformazionebilineare, esaminatinelle pagine
precedentisonocasiparticolaridi questepiu generaliclassidi metodi.

Non ci interessajui esaminarén dettagliole diversetecnich&; & ped opportunofornire alcuni
criteri di valutazionechehannovalidita generale.

Un primo puntoriguardal’ accumatezzadi un metodo,ovverola suacapacia di produrresoluzioni
numericheabbastanzaicine a quelle esatte. La propriet minima richiestaper qualsiasimetodoe
che questosia convergente,cioe chesi abbiax, — X(tn) al tenderedi T a zero(x(tn) € X, indicano
rispettvamentela soluzioneesattae quellanumericaal tempot,). Permolte tecniche(ad esempio
metodilineari multistepo metodidi RungeKutta) unamisuradi accuratezza fornita dall’errore di
troncamentglobale

En - X(tn) it Xn.

L’andamentodi questoerrore per piccoli T determinal’ ordine del metodo; piti precisamentese
En ~ O(TP) perT — 0, allorail metodoe di ordinep.

Un secondccriterio di valutazioneriguardal’aspettocomputazionalepoicte siamointeressati
alla sintesiin temporeale,& necessariehei metodiutilizzati producanaalgoritmi compattie poco
dispendiosiPurtroppoguestaichiestaé in contrastaconquella,altrettantdegittima, di accuratezza.

SPerunatrattazionecompletae rigorosasi rimandaad esempica Lambert(1993).
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Ad esempioun metodomultistepé tantopit accurataquantomaggioreg il suonumerodi passik, ma
diventaallo stessaemposemprepiu dispendiosalal puntodi vistacomputazionale.

Anchealla luce di quest’ultimaosserazionesi capiscecomesiadifficile trovare criteri generali
pervalutareil gradodi ottimalita di unoschemaumerico.Nellamaggiorpartedeicasiconcreti,quin-
di, 'unico approcciarealmentevalido & quellosperimentalecheconsistenel provarevarietecnichee
confrontard diversirisultati prodotti.

7.4 Elementidistrib uiti: I'appr occiowaveguide

In questasezionespostiamda nostraattenzionesui modelli ad elementidistribuiti, descrittiatempo
continuodaequazionialle derivate parziali,0 PDE. Trale tecnichedi simulazionea tempodiscreto,
unadelle piu utilizzatein questoambitoé quelladei modelli a guide d’'onda (waveguide), che uni-
sconoefficienzaed accuratezzal modelli waveguideverrannoinnanzituttointrodotti nell’ambito di
mezziideali (cordeperfettamentdlessibili e tubi cilindrici senzaperdite). In seguito si vedia come
incorporarenei modellifenomenttipici di sistemireali, quali dissipazione dispersionelUnasezione
conclusva & dedicataalla descrizionali modelliwaveguidepertubi conici.

I fenomenivibratori che hannoluogo all’interno di mezzielasticiidealiobbedisconalla stessa
equazionalle dervateparziali: I' equazionalelle onde(o equazionali D’Alembert).

0%y 2
dove il simbolo0? = 5’—;2 + % + 5’—222 indical'operatorelaplacianonelle variabili spaziali. In queste
paginesiamointeressatallaversionanonodimensionaldella(7.18),in cuiy dipendedaunavariabile
spazialescalarex: € questadl casodellapropagazionéi ondetras\ersaliin unacordao di ondepiane
longitudinalinell’aria. L’equazionedelle ondediventaallora:

02 02
2 (0 =E53(x0) (7.19)

La variabiley assumediversi significati a secondalel sistemafisico in esame.Nel casodi propa-
gazionedi ondelongitudinali pianenell’aria, I'equazione(7.19) € soddishtta (a pattodi trascurare
fenomenidi dissipazionekia dallapressionep siadal flussou: si osservichela coppiadi variabili
(p,u) costituisce’esempiofluidodinamicodi variabili di Kirchhoff, definite e trattatenella sezione
7.2. Nel casodi unacordaideale,la funzioney pud esseradentificatasiaconlo velocita tras\ersale
dellacordasiaconforza: anchein questocasola coppia( f,v) e 'esempiomeccanicali variabili di
Kirchhoff.

Affinché 'equazione(7.19)siadimensionalmenteorrettala costantec deve averele dimensioni
[m/s] di unaveloci@a. Nel casodi propagazioneli ondepianein aria, la costantec assumel valore
c = 1/Ypa/p, dove y & un “coefficiente di elastici” dell’aria, mentrep,, p sonorispettvamentela
pressionatmosfericee la densié di volumedell'aria; perla cordaidealesi hac = +/K/p, doveK &
definitacometensionadellacordae p € la densit linearedellacorda.ln entrambii casie immediato
verificarechele dimensionidi ¢ sonoquelledi unavelocit.
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7.4.1 Variabili d’onda eimpedenzad’onda

Unrisultatofondamentale propositodell’equazion€7.19)é chee possibilescriverela suasoluzione
general, la qualeassumda forma

y(xt) =y (ct—x) +y (ct+x), (7.20)

Comee bennoto, la funzioney™ descive unaformachetraslarigidamenteversodestracon velocita
¢, e analogamentg— descrve unaforma chetraslaversosinistraconidenticavelocit. Le funzioni
y* sonoa priori funzioni qualsiasi,la loro forma saé determinatadall'imposizionedi opportune
condizionial contorno(in spazio)e condizioniiniziali (in tempo). Dalla (7.20) & dunquechiaroche
I'equazionedelle ondedescnve fenomenipropagatorconvelocita c.

Le funzioni y*(n) vengonaindicateconil nomedi variabili d’onda Vogliamooraesaminaréa
relazionecheintercorretraunacoppiadi variabili d’'ondae le corrispondentvariabili di Kirchhoff; a
tal fine si introduceunanuova quantig, I'impedenzal’'ondaZy. Siconsidergerchiarezzd’'esempio
di untubocilindrico idealedi sezionecostanteS. Conbuonaapprossimazion# essosi propagano
ondepianelongitudinali, dunquee lecito assumerehe sia soddishtta I'equazione(7.19), dove la
variabilespazialex & parallelaall’assedel cilindro. All'interno del tubo cilindrico la pressionesdil
flussosonotraloro legati dall’equaziongricavatadallaleggedi Newton):

S dp ou
=5 ax 0 =5 (x: (7.21)
Inoltre, per quantodettoin generalesullasoluzionedell’equazionelelle onde,siala pressionep sia
il flussou possonaesserescritti come

p(x,t) = p(ct —x) + p~(ct +x) u(x,t) = ut(ct —x) +u(ct +x).

(osserviamahela sceltadei segni nell’espression@eru non e univocain letteraturajn particolare,
le Ut possoncesseralefinitein manieratale cheperla pervariabileintensva u valgau = u* — u-.
In questepaginesi e sceltodi seguire la corvenzionepiu comunementadottata) Sostituendajueste
espressionella(7.21)si ottiene

—§[p+'(ct —xX) = p (et +x)] = Ut (ct — %) + U~ (et +X)]

+— zout
= P % con Zg= pe
P~ =—Zou" S

(7.22)

(il segno’ indicala derivazionerispettoall'argomento).La costanteZy vienedettaimpedenzal’onda
In manieranaturale Ja quantia Zgl .= g vienedettaammettenza’onda Quantodettofin qui sul
tubo cilindrico pud esserggeneralizzato:e possibileintrodurreun’impedenzad’ondaper la corda,
cos comepertubi di profilo qualsiasi.ln generaleonsi trovera unaZ, realee costantemapiuttosto
unaZz(s) complessa

8Mentrenellateoriadelleequazionifferenzialiordinariesi sadire tutto sullasoluzionegeneraladi un qualsiassistema
lineare,nel campodelle equazionille derivateparziali(PDE, Partial DifferentialEquations) risultati generalisonopochi;
nella maggiorpartedei casila soluzionedi unaPDE linearenon € nota, e si pud solo studiarel’andamentodi soluzioni
particolarimediantesimulazioninumeriche ln questosensol’ equazionedelle ondecostituisceunanotevole eccezione.

Corrispondentemente relazionip™ = £Zgut divengonoPt(s) = Z(s)-UT(s) eP~(s) = —Z*(—s")-U~(s). Siveda
piu avanti (sezioner.4.4)il casodi untubodi profilo conico.
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Tramitel'impedenzad’onda,siala pressionep siail flussou sonoesprimibiliin funzionedelle
solevariabili d’ondap*:

p(x,t) = p*(ct —x) + p~(ct +x), u(xt) = %[N(G—X) —p(ct+Xx)] (7.23)

Le relazioniinversedelle(7.23)sono
p(X,t) + ZOU(Xat) (Xat) - ZOU(Xat)
2 2

(osserviamahe geometricamentke (7.23)/(7.24)non sonoaltro che unarotazionedel pianoin sg,
dalle coordinate(p, Zou) alle coordinate(pt, p~) e viceversa).

pt(ct—x) = p(ct—x):= P (7.24)

L’esistenzalellasoluziong(7.20),e la consguenteintroduzionedi variabili d’onda,costituiscel
puntodi partenzgerla costruzionedi modelli waveguide. Questisi basandnfatti sullapossibilit di
discretizzarda soluzionedell’equazionalelle ondepiuttostochel’equazionestessagconconsguente
guadagnaiain accuratezzaiain efficienzacomputazionale.

A titolo di esempiosi consideriancorala pressionep all'interno di un tubo cilindrico; si vuole
discretizzarda soluzionep = p* + p~. Seil periododi campionamenté T [s], unasceltanaturale
per I'intervallo di campionament@pazialeé X = cT [m]. La discretizzazion& dunqueeffettuata
operanddl cambiodi variabilix — mX et — nT.

p(mX,nT) = p*(ncT —mX) + p~(ncT+ mX) = p*[(n—m)cT]+ p~[(n+ m)cT]
Dal momentochemoltiplica tutti gli agomenti,la costantecT pud esser@messa:
p(m,n) = p*(n—m) +p~(n+m) (7.25)
Il terminep™* (n—m) €l'uscitadi unalineadi ritardodi mcampioni,l cuiingressop™(n); all'opposto,

il termine p~(n+ m) & I'ingressodi unaugualelineadi ritardo, la cui uscitaé p~(n). Unasezione
waveuide e dunquecompostada unacoppiadi lineedi ritardo contrapposteomein figura7.6. Ad

p+(n) p+(n-m)
Z' m

p (n,0) p (n,m)

p- () p- (n+m)

Figura7.6: Sezionewaveguidedi m campionispaziali.In ogniistanteil segnalein x=0ex=mXe&
la sommaingresso/uscitdalleduelineedi ritardo.

ognitempon il valoreassuntala p nei puntix = 0 edx = mX si ottieneprelevandoi segnali ai capi
dellasezionee sommandoli.

La descrizionalell’andamentalelle variabili d’ondaall'interno di unasezionevaveguidee com-
pletatadalla presenzali terminazioni,o piu in generaledi giunzioni con altre sezionisimili. Si
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suppongad esempiadi modellareun tubo cilindrico idealedi lunghezzd. = m_X, chiusoin x=0
e apertoin x = m_X; in questocasole condizioniai bordi per pressionee flussosonou(0,n) = 0
e p(m,n) = 0 perogni tempon. Perle variabili d'ondasi trovanoallorale condizionidi riflessio-
ne p—(0,n) = p*(0,n) e p~(m_,n) = —p*(m.,n). La prossimasezionee dedicataallo studio di
terminazionie giunzionimenobanali.

7.4.2 Scattering

Quandd’impedenzad’ondasubisceunavariazionesi verificascattering le ondecheincontranouna
discontinuia dellimpedenzavengonain parteriflesseedin partetrasmessal di la dellagiunzione,
in manieraalechel’enemia complessia siaconserata. Un sempliceesempice costituitodall’acco-
stamentadi duetubi cilindrici aventi sezionidiverseS, ». In ciascunadei duetubi le variabili d’'onda
p, u sonotraloro legatedaimpedenzearatteristichelistinteZ, » (e dalle corrispondentammettenze
Moo= Zl‘g); allagiunzionei vincoli di continuiaimpongonachela pressionesiala stessaladestrae
dasinistrae chei flussisi somminoa zero:dunque secondde definizionidatenellasezioner.2.2,la
giunzioneé di tipo parallelo.

Un esamali questoproblemaportaalla derivazionedelle bennote equazionidella giunzionedi
Kelly Lochbaum

Nel casodi giunzionein paralleloi vincoli di continuitimpostidalleleggi di Kirchhoff sono

U+ U, =0, pL=pP2=pP3 (7.26)

In termini di variabili d’onda,la secondalelle (7.26)vieneriscritacomep, = pi — pi" = p; — p;'.
Sostituendauestanellaprimadelle (7.26)si ottieneallora

0 = (Ui +u))+ (Ul +uy)=T1(pf —py)+T2(ps —p) =

= T1(2p] — po) +T2(2pF — pa)s
equindi

F1pf +2ps

_2
Py FL+1,

Questaesprimela pressionali giunzionep; in funzionedelle ondedi pressioneentrantie delle due
ammettenzeA questopuntosiamoin gradodi calcolarele ondedi pressionaiscenti:

Mp—ry . 2,

. — - +:—
Py Po= Py M40 PL+ M40 P2
(7.27)
_ or ro—r
P, = Pi—pl=——pi+21pi.

Fa+T1 Mo+l
Definiamoail coeficientedi riflessionep come

_Ta—T1
P =Ty

Le (7.27)diventancallora
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1 = —Ppp{+(1+p)p;
[ pp; +(1+p)p; (7.28)
P, = (1-p)pf+pps.

Questesonole equazionidellagiunzionedi Kelly Lochbaum.ll diagrammadi scatteringe mostrato
in figura7.7
\ |

Py

O

N

i 1+p
e
\ !

Figura7.7: Giunzionedi scatteringnellaformadi Kelly Lochbaum.

Le (7.28)si posson@ancheriscriverecome

pr = p(pf—pi)+p;

(7.29)
P, = p(ps—pf)+p7f,

le guali mostranachela giunzionerichiedein realt un solomoltiplicatore.

+ -
Py ( > P,

FanY
A\~

Py P,

Figura7.8: Giunzionedi scatteringnellaformaadun moltiplicatore.
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Osserviamadn conclusionecheil risultato espressalalla (7.28) pud essereestesoin maniera
abbastanzéanmediataal casodi giunzionetra N elementi. Il problemaconsistein questocasonel
trovareunamatricedi scatteringA di dimensioniN x N talechealla giunzionesi abbia

p~=A-pt, (7.30)

dove p* sonoi vettori N—dimensionalidelle ondeentrantied uscenti. L'imposizionedi condizioni
di continuitianaloghealle (7.26) e passaggilel tutto simili aquelli appenawlti portanoal seguente
risultato:

ay_q A Ay
My ’ My My
or or or N
A - ryo (] 15 (] (rJ - Zﬂ)
. . . 1=
2 2, R N |
L Mo Mo I J

Si osservichenel casoN = 2 la (7.30) coincideeffettivamenteconla (7.28).

7.4.3 Dispersioneedissipazione

I modelli waveguide esaminatifino a questopunto sonostati dedottia partire dall’equazionedelle
onde(7.19),la qualee per validasolopermezziideali. Nellareal& fisicasonopresentfenomenidi
cui 'equazione(7.19) nontiene conto, e chevannoinvecepresiin consderazional fine di ottenere
modelli pit realistici.
In ogni cordareale,cos comenell’aria, si verificadissipazionali enegia, dovutaa vaariecause.
In una cordasi possonoindividuare almenotre causeprincipali di dissipazione:I'attrito causato
dallaviscositi dell'aria, perditeinternedovute alle propriet elastichedel materiale trasferimentali
enepgia attraversole terminazioni. In un tubo acustico,un’ondasonorasubisceattenuaziondovute
allaviscosit edalla conduziongermica,siadel mezzosiadelle paretidel tubostesso.
In primaapprossimazionéuytti questifenomenipossonaesseregiassuntiin unteminedi attrito di
dervataprima(neltempo);I’equazionedelle ondevienealloramodificatain
2 2
ZTZ(x,t) :cz%/(x,t)—pg—i/(x,t), (7.31)
Nel limite di piccoli vibrazioni,'equazione(7.31) ammetteancoraunasoluzionein termini di onde
viaggiant?
y(x,t) = e‘%yJ“(ct —X) +e2%y‘(ct+x) (7.32)
Dunquele ondehannouno smorzament@sponenzial@ellaloro direzionedi propagazione] quale
nondipendedallafrequenza.

Sesi discretizzala (7.32) conpassiT e X = cT, cos comee statofatto nella sezione7.4.1,si
ottienela seguentesoluzione:

y(n,m) = g™y (n—m)+g "y (n+m) dove g= e‘% <1 (7.33)

8Sj provi a derivare la soluzione(7.32), verificandoche nel limite di piccole oscillazioni soddisé effettivamente
'equaziong(7.31).
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La dissipazioneviene quindi simulatainserendoun moltiplicatoredi pesog dopoogni elementadi
ritardoz~ o, in manierapitl efficientee del tutto equivalente inserendain moltiplicatoredi pesog™
dopounalineadi ritardoz™™.

p+(n) . \ p+(n-m)
i ‘ gm
p (n,0) p (n,m)
t - Lt
PO m g™ p- (n+m)

Figura7.9: Sezionewvaveguidecondissipazionendipendentalallafrequenza.

Un modello piu accuratodi dissipazionedeve tenereconto del fatto che nellarealt le perdite
dipendonadallafrequenzagdiventandagpiu sensibilialle frequenzepiu alte. Perditedi questanatura
possonovenire presein considerazionaggiungendaell’equazionedelle ondeulteriori termini, in
cui compaionadervatedisparidi ordinesuperiore Nel modellowaveguidei fattoridi dissipazioney
vengonasostituitidafiltri G(z). In tal modo,pem, si rischiadi introdurrenellalinearitardi dipendenti
dallafrequenzasi deve dunquerichiederechei filtri sianoafasenulla, 0 quantomena faselineare.

Oltre cheperi fenomenidi dissipazion@ppenalescritti,unacordarealedifferiscedaquellaideale
anchepercle possiedainapropriarigidita. Questaosignificachequandda cordae sottopostaduna
deformazionesi sviluppanodelle forze internechetendonaa riportarlanellaposizionedi equilibrio.
E notochetali forzeintroducononell’equazionalelle ondeun terminedi derivataquarta(in spazio):

2 2 4
ZT)Z/ %(x,t) —k gTi(x,t), (7.34)
dove la costantek & proporzionaleal modulodi Youngdel materialedella corda. Si noti che per
alti valori di k e pertensionedellacordatendentea zerol'equazione(7.34) divental’equazionedella
sbarray = ky"".

Il principaleeffetto delterminedi rigidita € quellodi causarelispesione In terminigeneraliuna
relazionedi dispersione& datadaunaqualsiasdipendenzalel tipo ¢ = c(w), ovverounadipendenza
della velocita ¢ di propagazionelalla pulsazionew dell’onda. Dire che c non & costanterispetto
ad w significadire un’ondasi “disperde” progressiamentenelle suevarie componentidurantela
propagazionegunquea soluzionedell’equaziong7.34)nonpotra piu essereompostalaforme che
traslanarigidamente.

Nel limite di piccolerigidita, uno sviluppoal primo ordineconsenteli arrivare alla relazionedi
dispersione

(x,t) = c?

sz) (7.35)

c(w) =¢o (1+ >

dove perchiarezzai eindicataconcy lavelociain assenzdi rigidita. L'equaziond7.35)affermache
la velocit aumentagper le frequenzepiu alte; questofenomengpud averedelle consguenzeudibili,
ad esempionelle cordegravi di pianoforte(che produconouno spettrole cui parzialisono“stirate”
rispettoalla seriearmonica).
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Al fine di simularefenomenidispersii all'interno di un modellowaveguide, & necessari@sser
vare primadi tutto chenon & piu possibiledefinireil passaemporalecomeunacostanteXg = ¢oT.
Quello che si puo dire & che unacomponentali pulsazionew percorrelo spaziocgT nel tempo
coT/c(w) . Questaconsideraziongorta a sostituireil ritardo unitario z~* con un filtro all-pass
Ha(2) = z~%/<%)| |a cui rispostain fasenon & pill lineare. Ancoraunavolta, pud essereopportu-
no perragionidi complessa computazional@ccorparam singoli elementiH, in ununicofiltro HY".
In aggiuntasi possoncsepararda partelinearee quellanonlinearedellarispostain fase,arrivando
ascrivereH(z2) = z™- Ha(2); il filtro Ha & ancoraun filtro all-pass,cheapprossimda partenon
linearedellarispostan fase.

p+(n) _ p+(n-m)

p (n,0) p (n,m)

p- (n) p- (n+m)

Figura7.10: Sezionewaveguidecondispersionela rispostain fasedelfiltro all-passHa modellala
dispersionalellacorda.

7.4.4 Tubi conici

Nelle sezioniprecedentisi & esaminatacon un certodettaglioil casodel tubo cilindrico: in essosi
propaganmndepiane,cosiccle valgonol'equazionedelle ondemonodimensional€7.19) e la sua
soluzione(7.20). Il problemadellapropagazionén un tuboacusticodi profilo qualsiasié molto piu
complicato, e viene affrontatoin manierarigorosasolo peri casiconicoed iperbolico. In questa
sezioneaccenniamdrevementealla deduzionedi modelli waveguideper profili conici.

Si ossera innanzituttocheall’interno di un profilo conicosi propaganaferiche g nonpiu piane.
E notochein coordinatesferiche(r, 6, ¢) il laplaciancassuméda forma

|:|2— ii rzi +Li Sinei +#a_2

S r2or \U or r2sin 00 00/  r2sin’ 0 0¢?
(un po’ di derivatecompostead un po’ di pazienzasonosuficienti per dimostrarequestorisultato).
Nel casopiu semplicedi ondesferichenon c’'é dipendenzada 6 e da ¢, dunqueil secondoed il

terzo addendoscompaionce I'espressionesi semplifica. In definitiva 'equazionedelle onde per
propagaziona simmetriasfericae ancoraun’equazionanomodimensionale:

%y, 2109 (50
ﬁ(r,t) =C 3 (r a) (r,t). (7.36)

Si operiallorala sostituzioney = y/r. E immediatoverificarechela funzioney soddisé I'equazione

%y
ot2

2~
(r,t) = cngZ(r,t), (7.37)
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chenoneé altro chel’equazionedelle onde(7.19). Dunguesi hala soluzionegeneralgf=y™ +y—, e
quindi

YED = 19050 = Iy (et 1) +y (et + )] (739)

Dunqueil segnalechesi propaganeltuboconicoeancoraesprimibilecomesommadi ondeviaggianti;
questavolta, pero’, I'ampiezzadi questenon & costantemaproporzionalg@ ar—1.

In virtu di questaisultato,'andamentai pressione flussoall'internodi untuboconicoe ancora
modellizzabilemedianteguided’onda,a pattodi riscalareopportunamenté segnale.

p+(n) p+(n-m)

p- (n) p- (n+m)

Figura7.11: Modello waveguideperunasezionedi conodi lunghezzd. e distanterg dall’apice.

RicaviamoinfineI'espressiong@erl'impedenzad’ondanel casodi tubi conici. Valeunarelazione
analogaalla(7.21),ricavatadallaleggedi Newton:

—%-%(r,t) = %), (7.39)

dove §(r) € questavolta l'areadellacalottasfericasottesadal conoal puntor. In terminidi variabili
d’ondala (7.39)diviene

o=-30. }(p"—p+'—ri2(p++p‘)]=—

T @-[i(ﬁ—p‘—%(pu po)]

P rc

9ntuitivamente questorisultato & giustificatodall'idea cheil prodottotra ampiezzadel seynale(~ r—2) e superficie
attraversata(~ r2) deve rimanerecostante.
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dove l'ultimo passaggi@ giustificatodall’'osserazioneche p* = cp*’ (il segno’ indica comeal
solito la derivazionerispettoall’argomento).Passanda@lla trasformatali Laplacequestadiventa

s-U= % [P+ (1+ gs) P (1—(5:3)]

Ut(sr) =T(s)-P*(sr)
U=(sr)=-T*(=s")-P(sr)

I (s) @dunqud’ammettenzal’ondaperil cono,e perdefinizione’'impedenzad’ondag Z(s) = F~(s).

A differenzadel profilo cilindrico, cheproduceun’impedenzal’ondareale,il profilo conicoproduce
unaZ(s) complessagonsguentementdp scatteringorodottodallagiunzionetra duesezioniconiche
saldi piu difficile trattazione Si osservinfine chenellimite in cuiil conodiventauncilindro (ovvero
nellimite in cuir — o) sitrova coerentement&(s) — Zy deltubocilindrico.

c
con T(9=Fo(1+ ), To=_o  (7.40)

7.5 Un esempiocompleto: il clarinetto

In questasezioneci occupiamodella deduzionee dello studiodi un modellodi clarinetto. Questa
particolaresceltag dettatadaalcuneragioni;innanzitutto si trattadi un modellodasempremolto stu-
diato,sulqualela letteraturae vastissima molte proprie& sononote.In secondduogo,essdornisce
un esempidnteressantdi meccanismali eccitazionepersistenteel tempoe basatcsull’azionenon
linearedell’'ancia.La presenzael modellodi nonlinearita e di retroazionee fonte,comesi vedm, di
alcuniproblemidi nonimmediatasoluzione.

Pur nella suarelatva semplici&, dunque,il modellodi clarinettoche verra presentaton queste
paginecostituiscaun’utile introduzionea problematichéipichedellamodellazionali sistemiacustici.

Il significatodei simbolicheverrannautilizzati nel seguito pud esserdetto nellatabella7.2.

Comedi consuetoil sistemavienesuddviso neisuoidueprincipaliblocchifunzionali,eccitatore
erisonatore Questisonoriconoscibilirispettvamentenel sistemaancia-bocchin@ neltuboacustico.
Il bloccoformatodaanciae bocchinoswlgeil ruolo di valvola nonlineare,e regolala differenzaAp
tra la pressioneP, all'interno dellaboccadell’esecutoree la pressionep = p*™ + p~ all'interno del
bocchino;il tubo acusticocostituisceil bloccorisonatoredel sistemaged € a suavolta costituitoda
sottoblocchiquali,adesempiola campanaedi fori.

7.5.1 Risonatore ed eccitatore

Il bloccorisonatoreperil clarinettononcomportaalmenaoin primaapprossimaziongrosselifficolta
di modellazioneguestae dovuto al fattocheil tuboacusticce conottimaapprossimazioneilindrico,
cosiccle valel'equazionedelle ondeperla propagazioneli ondepiane.

L'utilizzo di tecnichedi modellazionali tipo waveguidedescrittenellasezion€r .4risultapartico-
larmenteefficienteedefficace.La sceltapit semplicee quelladi assumerd risonatorecomeuntubo
acusticocilindrico ideale,in cui’ondadi pressiongo* uscentadal bocchinosi propagasenzaerdite
ed haunariflessioneperfetta(con cambiodi segno) all’estremié apertadel tubo stesso.In formule,
questosignificaassumerehel’'onda p~ entrantenel bocchinog datada:

p~(n) = —p"(n—2N) RN P~ (2 = -z NPH(2).
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Quantity Simbolo Valore
Massa/aredell’ancia " 0.0231Kg/m?
Areaefficacedell’ancia S 1.46-104 m?
Freq.di risonanzalell’ancia () 23250rad/s

wy al quadrato @y 2325G (rad/g?
Smorzamentalell’ancia O 3000st
Aperturaa riposo H ~0.4-103m
Parametradi ampiezza A 0.0797 m3/(N%s)
Impedenzal’onda Zo 2290133 Kg/m?’s
Pressionaellabocca Py N/m?

Ondadi pressionalal tubo p~ N/m?

Ondadi pressioneersoil tubo p* N/m?
Pressioneel bocchino p=pt+p N/m?

Flussoal bocchino u= %(pJr —p) mds
Flussototaleall’apertura Us m/s
Posizionedell’ancia X m

Tabella7.2: Simboli pervariabili e costantinel modellodel clarinetto.
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Il numero2N di ritardi unitari dipendedallalunghezzd. deltuboe dal periododi campionamentd ;
precisamentejaleL = c- NT.

Un modellopiu accuratoancheseancoramolto sempliceconsistenel prenderén considerazione
la radiazionedi suonoversol'esternooperatadallacampanaQuestapud esserevistacomeun filtro
passabassd,qualeriflette le bassdrequenzerersol’interno edirradiale frequenzel di sopradi una
certafc di taglio; valori tipici di fc si aggiranointornoai 1500Hz. SiadunqueHpg(2) la funzione
di trasferimentai unfiltro passabassoonfrequenzali taglio f¢; I'onda p~ entrantenel bocchinoe
alloradatada

p~(n) = —(he p")(n—2N) & P~(2) = -z NHc(9P* (2.
La partedel segnaletrasmessdallacampanaversol’esternoe invecedatada
Pout(n) = p*(n—N) + (hc* p*)(n—N) & Pout(2) = 2 V[1+ He(2)]P* (2.

Ulteriori raffinamentia questomodellosonopossibili. La presenzali perdite,in generaledipendenti
dalla frequenzapuo esseresimulataintroducendoopportunifiltri G(z), la cui rispostain ampiezza
forniscala dissipazione&ichiestae la cui rispostain fasesia perlomendineare(per nonintrodurre
ritardi dipendentidallafrequenza)anchela presenzali fori pud esseranodellizzataramitefiltri di
scatteringoostilungola lineadi ritardo.

Di maggioreinteresse il modello del blocco eccitatore costituito da anciae bocchinocome
schematicament@ppresentatin figura7.12.

al
— = risonatore
e u
| * 3%
H :
Ancia

Figura7.12: Schemali anciae bocchinonel clarinetto.

In accordocon molti autoril’ancia pud, conbuonaapprossimazionesserevistacomeun corpo
rigido; la suadinamicaviene dunquedescrittaunicamentedalla posizionex;. In altre parole,in
gquestaapprossimazionkancia é un elementaoncentato. La suaequazionealel motoe quelladi un
sempliceoscillatorearmonico forzatodalladifferenzadi pression&Ap = Py — p:

Ap(t) = b [% () + X (1) + 0x (% (1) — H)] (7.41)
Si pw in corrispondenzatudiarela funzionedi trasferimentdra la differenzadi pressioneAp e lo

spostamentoelativo dell’anciay;, = X, — H. Applicandola trasformatadi Laplacealla 7.41vale la

relazione
1 1

= FTesia (7.42)

Yi(S) = He(S)AP(s) con  Hc(s)
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In figura7.13eriportatoil graficodellacorrispondenteispostan frequenza.(jw) (moduloefase).

x10”

‘ arg( H () [rlad]

. . . . . . - . . . . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
f [Hz] ) f [Hz] b)

Figura7.13: Rispostan frequenza.(jw) a) ampiezzae b) fase.

L'equaziong(7.41) e completatada unarelazionenonlinearechelegala differenzadi pressione
Ap edil flussototaleus attraversol’aperturadell’ancia; questae sostanzialmentettenutasullabase
dellaleggedi Bernoullied attraversomisurazionisperimentafi®, ed assumeéa forma

4 2
A-x3 - |Ap|3sgnA se >0
o — |Ap|3sgr(Ap) % (7.43)
0 se X =0

Si noti chela naturanon linearedi questarelazioneé dataanchedalla presenzali condizionidi
contatto,cheimpongonodi forzarea zeroil flussou; quandol’ancia si chiudecompletamenteLa
relazionenversadella(7.43),cheesprimeAp in funzionedi us e x;, & datada

Ap=A-Zsgr(ur)|ug] 2 /% := F(ur, %) (7.44)

Il flussous & asuavoltala sommadi duecomponenti:il flussou= %(pJr — p~) nelbocchinoedil
flussoS x determinatadal movimentodell’ancia:

= (P70~ () + S5 (1)
0

Riassumendd'eccitatoreé compostadaunbloccodinamicolineareL edunbloccononlinearesenza
memoriaNL, i qualiinteragisconon unoscheman feedbackseconddl sistemadi equazioni

us(t)

Lo we[%(t) + ok (t) + oo (% (1) — H(t))] = —Ap(t)
u (t) = ZgH (p*(t) — p=(t)) + S% (1) (7.45)
NL : p*(t) =Po(t) — p~(t) — f(us,x).

10)_a leggedi Bernoulli, validaperun fluido nonviscosoedincomprimibilein motostazionariostabiliscecheattrazerso
I'aperturadell’anciavalgala relazioneus = A~x~Ap1/ngr(Ap). Questavienegeneralizzatalaunarelazionedeltipo us =
A-xX’Aptsgn(Ap), dove la costanteA e gli esponentjL, v vengonodeterminatisperimentalmenteJnasceltacomunemente
accettat@ = 5 ev =3
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7.5.2 Attacchi ecomportamentoaregime

Comeevidenziatodallatabella7.2 ein figura7.13,la frequenzadi risonanzali un’anciadi clarinetto
e tipicamentamolto piu altadelle fondamentaldelle noteeseuibili sututti i registri. Il valorescelto
in questepagine,ad esempiog di ~ 3700Hz. E dunqueragioneole assumerehea regime valga
un’approssimazionajuasi statica della rispostadell’ancia alla differenzadi pressioneAp: in tale
approssimazionéa relazioneesattay; (s) = Hc(S)AP(s) (cfr. eq. (7.42)) viene sostituitadalla piu
semplice

Yi(s) ~ He(0) - AP(s) (7.46)

La (7.46)é giustificatadall’'assunzionehelo spettrodi p siaconcentratmellaregionedi bassdre-
qguenzajn cui & lecital’approssimaziondi.( jw) ~ Hc(0) (si vedaancorala figura7.13). L'inverso
dellaquantiti H;(0) prendedi solito il nomedi rigidita (stiffness)dell’ancia; & immediatoverificare
dalla(7.42)chevaleHc(0) = ;4

Riassumendd;approssimazionguasistaticaportaad affermarechearegimeil motodell'ancia
seguelalegge

X, (t) =H - M%'Ap“)

Sostituendguest'ultimanellarelazionenonlineare(7.43)si ottiene

4
1 S
A{H———-Ap(t)] -|Ap|5-sgnap) se Ap<H
o — ( m p()) |Ap|3 - sgr(Ap) p<Hprox

0 altrove

(7.47)

Nell’equaziong7.47)la dinamicadell'anciaé dunquescomparsae si stabilisceun legamedirettotra
il flussous e la differenzadi pressioné\p. Il graficodellafunzione(7.47)é riportatoin figura7.14.
Perbassivalori delladifferenzadi pressionel; crescanonotonicamenteonAp, fino araggiungerein
puntodi massimarealizzatoper Ap = %ur(or. Al di sopradi talevalorel’ancia cominciaa chiudersi
e la dipendenzai u; da Ap diventamonotonadecrescente Al raggiungimentadel valore critico
Ap = Hywy il flussosi annulla;al di sopradi tale valorel’ancia & completamentehiusae il flusso
rimaneidenticamenteullo.

La mappa(7.47) pud esserautilizzataper costruireun modello quasistaticodell’anciasingola;
in ogniistante,essendmotela pressioneesterna; e 'ondadi pressiongy™ in arrivo dal risonatore,
I'onda p* in uscitadall’eccitatoredeve esseraalecheil punto[(p™ + p~), Zo‘l(pJr —p~)] appartenga
allacuna(7.47).

Due sonole principali osserazioniin merito all’'approssimazionguasistaticafin qui descritta.
Innanzitutto,essae utilizzabile solamentea regime; nellafasedi attaccodel suono,al contrario,e
ancorapresentdl moto libero accantoa quello forzato. In secondduogo, pud esserdnteressante
studiarei limiti di validita di tale approssimazionegnchein condizionidi moto a regime; comesi
vedi nella successia sezione7.5.4,le simulazioninumericheevidenzianoun comportamentgiu
complessali quellodescrittodallafigura7.14.
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(0] 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Ap [Pa]

Figura7.14: Dipendenzali us daAp nell’approssimazionguasistatica.

7.5.3 Equazioni atempo discreto

Il sistemaatempocontinuo(7.45)pud essereiscritto in formavettorialecomesegue:

L:  w(t) = Aw(t)+Bu(t)+ Cy(t)

x(t) = Dw(t)+ Eu(t) + Fy(t) (7.48)
NL: yt) = f(xb),
H
Xr Us
essendo  w= , Yy=-4p, u=| P |, x=
).(I' Xr
o

Il vettorebidimensionalav € il vettoredi statodel sistemdineareL ; u rappresentan ingressoche
raccoglieparametridi controllo esterniquali la pressionalell’esecutoré?, e la posizionea riposoH

dell'ancia,oltre all’ondadi pressiong™ in arrivo daltuboacusticoy &il contrituto provenientedalla
relazionenonlineareistantaneadL , e dipendeattraversola funzione f dal vettorex = (us,x)T. Le
matrici usatenelle (7.48)sono

Tl O
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1 2 1
b |25 | |2 % || %
10 00 0 0

Il bloccodinamicolineareL del sistema(7.48) pud esseraliscretizzatocon varie tecniche;a titolo
di esempicsi utilizzer in questepaginela trasformaziondilineare,che ha peraltrodimostratouna
buonaaccuratezzaellesimulazioni.

Comedi consuetosi applicala successiondr. Laplace— Tr. bilineare — Antitr. Z; pochi
semplicipassaggpermettonali giungereal risultato:

s-W(s) = AW(s)+BU(s) +CY(s) S= h%zzj, hz%
= w(n) = [hl = A]7Y{[hl + A]lw(n— 1) + B[u(n) + u(n— 1)] + C[y(n) + y(n—1)]}  (7.49)
La (7.49)puo essereaiscrittain formapiu compattacome
w(n) = Cy(n) + s(n), C=[hl—A]"'C (7.50)

dove & statopostoin evidenzail contrituto istantanedli y(n); il vettores(n) raccoglietutti i termini
rimanentie rappresentd contrikuto “storico” fornito dalle variaabilnoteal tempon (ovverou(n) ed
i valori passatdi w, u,y). Sostituendda (7.50)nellasecondalelle (7.48)si ottieneperx la sgguente
espressione:
K = (DC+F)
x(n) =Ky(n) +&(n), essendo { &(n) Eu(n) + D[hl — A]"Y{(hI + A)w(n—1)  (7.51)

+B[u(n) + u(n—1)]+ Cy(n—1)}

Anchein questocasoil contrituto istantanedli y(n) € statopostoin evidenzatramitela matriceK,
mentreil vettore§(n) raccogliei termini noti al tempon. In definitiva, la discretizzaziongramite
trasformaziondilinearehaportatoadun sistemeadellaforma

L: wn) = Cy(n)+s(n)
NL: y(n) = f(Ky(n)+&(n)),

dove ériconoscibileun anellosenzaitardi tray(n) ew(n): in particolarela relazionenonlineareNL
fadipendere/(n) dasestessaQuestgproblemavienerisolto facendausodel metodoK; senzeentrare
neidettagli,il metododimostrachedallarelazionemplicita

g(&,y) =—-y+ f(Ky+&) =0

e possibilericavarneunaesplicitay = f(&). Il vettore & a suavoltail vettoredi statodi un nuovo
sistemalineare, ricavato sostituendda relazioneinversaw = D~[(K — F)y — Eu+ &] nella prima
delle(7.52).In conclusiondl sistem&7.52)vienesostituitodaun nuovo sistema

(7.52)

L': &n) = Bu(n)+§n)
NL': y(n) = f(§),

conB e §{n) opportuni.ll sistema(7.53)& computabile.
Di sgyuitosiriportaunesempiali implementazioné linguaggioC delmodelloappenalescritto.

(7.53)
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/* Parte lineare */
csi l=utilde +al*(H csi21l) +bl*(utildel -csill) +cl*yl;
csi 2=csi 21 + a2*(H csi 21) +b2*(utildel -csill) +c2*yl,

/* Parte non |ineare*/
y = nonli nearity(Po, pneno, ppi ul, csi 1, csi 2);

[ *Aggi ornamento vari abili*/
X=csi 2 + k2*y;
i f (x < BEATDI STANCE) /*Anci a battente*/
{

X = 0;
ppi u=pneno;
y=prmeno+pi u- Po;
csil = -kl*y;

csi 2 = -k2*y;
}
el se
{
ppi u=y- pmeno+Po;
}

csi 11=csi 1;
csi 21=csi 2;

util del=util de;

yl=y;

ppi ul=ppi u;
7.5.4 Risultati

Discutiamainfinei risultatiforniti dalmodelloatempodiscretoappenalescritto.Un primo criterio di
valutazionevienedaun’analisidellarispostain frequenzaa tempodiscretoHq(z) dell'ancia. Questa
ericavatadallarispostaatempocontinuo(7.42) persemplicesostituzione:

1-z71

La figura 7.15riportai grafici della rispostain frequenzaHq(e/?) insiemea quelli di He(jw), ad
unafrequenzadi campionamentdi 20 kHz; si pud notarewarpingin frequenzagcod comeprevisto
dallateoria,manel complessda rispostee preserataconsuficiente precisione In particolareé ben
preseratoil comportamentin bassdrequenzapvverola zonain cui il sistemdavora.
Accantoall’analisiin frequenzae utile strudiarel comportamentdellesimulazionineltempo.In
ognipuntodelmodelloé possibileprelevareil segnalecorrispondentalle grandezzdisichepiu signi-
ficative (x.,Ap, p,us ...), e studiarnal comportamental variaredei principali parametrfisici e di
controllo(Py,H,wy ...). Nellefigure7.16,7.17¢& mostratd’andamentadella posizionex; dell'ancia
guandoviene applicatoin ingressoun gradinodi pressione?, = 1900Pa. Il risonatoreé in questo
casounasemplicelineadi ritardo conriflessioneperfettaall’estremifi aperta. Sinotaun transitorio
di attaccoin cui il moto libero dell’'anciaé ancorapresente:un modello quasistaticocomequello
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Figura7.15: Risposten frequenzaatempocontinuoe discretoFs = 20 kHz. (Hc( jw) lineacontinua,
Hq(e'®) tratteggiata);a) ampiezzag b) fase.

descrittonellasezione7.5.2non e in gradodi rioridurre un simile transitorio. Al teminedellafasedi

attacco(delladuratadi circa0.08 s) il motosi stabilizzasullaformad’ondaquadracaratteristicalel
clarinetto,e la posizionex; € in fasecon la differenzadi pressioneApE gquestala fasedel motoin

cui 'approssimaziongjuasistaticapio esserdecita. Tuttavia, uno studiodell’andamentali Ap e u;

mostraunasituaziondievementediversa,evidenziatadallafigura7.18. Sonostatiprelesati i segnali

relativi aflussoe differenzadi pressionel bocchino(us e Ap), avendoapplicatoin ingressaun gra-
dinodi pressiond® = 2265Pa (valoreoltre | qualel’anciacominciaabattere).La figura7.18mostra
chelarelazionetrale duegrandezzei discostadalle previsioni teorichedellaapprossimazionguasi
statica;in particolaresi evidenziaun comportamentéstereticg indottodalladinamicadell’ancia.
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Figura7.16: Transitoriodi attaccgperla variabilex; (t), Py = 1900Pae Fs = 20 kHz.

1 1 1 1 1 1 1
0.2 0.205 0.21 0.215 0.22 0.225 0.23 0.235
t [s]

Figura7.17: Comportamenta regime perla variabilex; (t), P = 1900Pa e Fs = 20 kHz.
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Figura7.18: Curva quasistatica(linea pesante comportamentalellasimulazionePy = 2265Pae

Fs=20kHz.
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