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1. Sistemi fisicl: ecatatore e nsuonatore

1.1 Analoga

1. 1.1 Classficazione delle grandezze

Come énoto ddla teoria dei sistemi, € posshile igtituire analogie tra sistemi fisici elettrici, meccanici
traslatori, meccanici rotatori, idraulici o fluidodnamici, termici e @si via [2]. In tutti questi sistemi s
individuano gandezze particolari caatterizzae dalla proprieta per cui il loro proddto rappresenta una
potenza. Tra queste grandezze etra i loro integrali € possbile scrivere relazoni che asumono significati
analogh al concetto elettrico d impedenza

Nel seguito del documento, i sistemi elettrici saranno considerati (piuttosto arbitrariamente) “di riferimento”,
nel senso che i concetti dellateoria dasscadédle reti di bipali li neai saranno dili zzai come riferimento per
introdure espiegare i concetti propri dei sistemi meccanici tradatori e fluidodnamici. Questo purto d vista
rendera quindi posshile studiare dcune delle proprieta notevoli legate dla struttura dei sistemi fisici
prescindendo dhlla natura delle variabili in dgoco e riferendosi ad es genericamente on i nomi di

“corrente”,

carica”, “tensione” e ®si via

E comune nella terminologia anglosasone identificare i fattori della potenzanella dase di sistemi studiati
asciandoad unoil concetto d trans-variabile (in inglese acrossvariable o two-paoint variable) inteso nel
senso d “variabile il cui valore si misura 'ai cgpi™, e dl'altro quello d per-variahbile (in inglese through
variable o one-paint variable) inteso nel senso d “variabileil cui valore st misura'su ura sezone”. Sebbene
I'identificadone delle variabili possa essere mnddta in modo alquanto arbitrario, nel sistemi elettrici é
naturale identificare la trans-variabile @n la tensione ela per-variabile @n la @rrente. Si osservi che il
prodato “trans-per” da dfettivamente origine al ura potenza, ma de il prodato noneé in acun modo
“orientato”: il significato dei due termini pud essere scambiato liberamente. Si osservi altresi che speso éla
natura fisicadelle variabili i n esame aguidare I'identificazone, come nel caso del sistemi elettrici.

Il rappato della trans-variabile edella per-variabile nei sistemi elettrici assume il significao d resistenza,
mentre oppatune relazoni integro-differenziali introducono i conceti di elemento redtivo: capecita e
indutanza. Per omogeneita formale, € quindi consuetudine mnsiderare, accanto alle variabili per- e trans- le
grandezzeintegrali delle stes. In base aquesta ulteriore dassficadone s hanno qund grandezzeintensive
(per- e trans- variabile il cui prodato da una potenza) e estensive (integrali dell e per- e trans- dell e variabili
intensive). Nell o schema seguente s mettonoin evidenzale relazoni che legano queste quattro variabili .

per-variabile intensiva I— trans-variabile estensi\
s R s
B
per-variabile estensiva C trans-variabile intensiv

Fig. 1. Relazoni tra per- e trans- variabili i ntensive el estensive



In questo schemale variabili sono quelle dei sistemi elettrici e si intendonoL -trasformate;
» laper-variabileintensiva eélacorrente

» latrans-variabileintensiva elatensione

» laper-variabile estensiva élacarica

* latrans-variabile estensiva éil flus di induzione magnetica

e daper-intensiva atrans-intensiva si passa molti plicando r R (resistenza)

« daper-intensiva atrans-estensivasi passa moltiplicando per L (induttanza)

» datrans-intensiva aper-estensivas passa moltiplicando per C (capacita)

» da estensiva a intensivasi passa moltiplicando per s (derivando).

Come s vede, I'uso della trasformata di Laplace onsente di utilizzare relazoni algebriche nella caatte-
rizzazone delle grandezze

Nei sistemi meccanici & naturale awnsiderare cme variabili i ntensive lavdocita e laforza, il cui prodato da
una potenza meccanica Non & inveceunivoca l'associazone trans/per; nell'ultimo semlo s é dfermata la
cosiddetta andogia d Maxwell seamndola quale la velocita sssume il significao d per-variabil e intensiva
(corrente) e laforzaquello d trans-variabil e intensiva (tensione)*. Nell'analogia di Maxwell, quindi, |'attrito
giocail rudo delaresistenza, in quanto costante di propazionditatraforza evelocita; le variabili estensive
sono la posizione (integrale della veocita) e l'impulso della forza (integrale della forza di dubhka
interpretazione). |l passggio da per-variabile etensiva e trans-variabile intensiva € dato dalla costante
elagtica, e quindi I'dadticita él'analogo d un fenomeno capecitivo (lineare), mentre il passggio da trans-
variabile estensiva aper-variabile intensiva si ha atraverso la massa e quindi I'inerzia rappresenta |'analogo
dei fenomeni indutivi (lineai).

Accanto all'analogia di Maxwell si puo uilizzare la duale, nella quale la velocita assume il ruolo d trans-
variabile intensiva ela forzaquello d per-variabile intensiva; quest'ultima edetta andogia d Firestone. In
guesto caso l'attrito gocail rudo della cmndutanza, mentreil significao d inerzia el elasticita eéscambiato.
Sebbene I'andlogia di Firestone @bia I'importante pregio d conservare la topdogia degli schemi nel
passeggio dameccanico a dettrico, come sara chiarito nel seguito, essa émeno usata enonsarapiu trattatain
guesto lavoro. Nel seguito, I'analogia meccanicatadtamente utili zzaa sara quindi quella di Maxwell .

In campo fluidodnamico, ove s studiano i fenomeni conness con i gas idedi, e naturale identificare le
variabili per etransintensive @mnil fluso e lapresgone. Anchein questo caso, dovendo oferare una scdta,
s opta per l'identificazone per-variabile=flus®, trans-variabile=pressone. Ancora una volta s invita a
verificare dhe il prodato per-trans & omogeneo ad ura potenza [Kg m? /s°]. Le arrispondenti variabili
estensive, quindi, sonorispettivamente il volume d'aria e I'integrale della pressone (in mancanzadi miglior
denominazone!). La resistenza fluidodnamica quindi, € quella offerta da un tubo infinito d sezone
costante a unfronte d'onda piano; i fenomeni capacitivi s manifestano rella cmpresgone di un vdume
daria equindi sonoasociabili al e cavita, ei fenomeni induttivi sono diti dall 'inerzia dhe il gas manifesta al
esempio dl'interno d un tubo corto (ma non troppo sottile) rispetto ala lunghezzad'onda propagata nel
sistema.

1.1.2 Legg di Kirchhoff

Come per i circuiti elettrici, i sistemi fisici obbedisconoad analogh formali delle ben nae leggi di Kirchhaf.
Tali legg nellanomenclaturadata si esprimono come segue:

! Questa analogia trova la sua principale giustificazone nella definizione di impedenza mecanica data wme rapparto
(comples) tra forza e velocita. ||l motivo per cui non s considera il rapparto inverso dpende probabilmente
dall'abitudine di considerare la forza ®me causa e la velocita cme effetto all o stesso modoin cui in elettrodinamicasi
tende a onsiderare latensione mwme caisa ela wrrente wme df etto.
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e In uncircuito la somma dell e per-variabili i ntensive che atraversano i rami entranti in un nodoé nula
(legge di Kirchhdf ai nod).

* In uncircuito la somma delle trans-variabili i ntensive a capi dei rami costituenti una maglia é nulla
(legge di Kirchhdf alle maglie).

In particolare, piu elementi (bipali) collegati in modo ch essre interessti dall a stessa per-variabil e intensiva
s dirannoin serie, mentre pit elementi collegati in modo da essere interessati dalla stessa trans-variabile
intesiva si dirannoin paallelo. Si ossrvi che, scambiano il rudo della per- e trans- variabile, si ottiene il
cambio dellatopdogiadaserie aparal €lo e viceversa.

Esempio: tre tubi collegati traloro in un pumo condvidonoin quel purto la pressone (stessa trans-variabil e
intensiva) e hannoflusg ripartiti diversamente sesoondola loro sezione (per-variabili i ntensive diverse): sono
quindi in paraléo traloro.

Esempio: due crde mllegate ad ura massa wndvidonola stessa vel ocita (stessa per-variabil e intensiva) ma
in lineadi principio agisconosu d essa @mnforzedifferenti (trans-variahili i ntensive diverse): sono qundi in
serietraloro. Si oservi che se s utilizzasse I'analogia di Firestone, il sistema sarebbe in paralelo.

Nellatabella seguente si riportaunriasaunto delle analogie dettrica meccanica efluidodnamica

Analogh Elettrico Meccanico Meccanico Fluidodnamico
(Maxwell) (Firestone)

per-varibil e intensiva n Corrente | velocitav forzaf fluso u

trans-variabil e intensiva ¢ TensioneV forzaf velocitav pressone p

per-variabil e estensiva i CaricaQ paosizione X impulso forzay volume V

trans-variabil e estensiva o Indwzione ® impulso forzay posizione X

danag R attrito A Vattrito (1/A) res. Idraulica

dapag C mollaK massaM Cavita

dadan L massa M mollaK Inerzia

Fig. 2. Riasuunto delle equivalenzetra sistemi analogh

Nei capitoli seguenti, in luogo adla nomenclatura astratta espostain questo paragrafo, si utili zzera speso la
denominazone che le variabili assumono rell'analogo elettrico; in luogo d trans-variabile intensiva si dira
quindi tensione, in luogo d per-variabile etensiva si dira caica e s useranno liberamente i termini
resistenza, condutanza, cgpadta eindutanza

1. 2 Carichi egeneratori

Si consideri la genericagiunzione tra tratti di guide d'ondg; seoondole ipates fatte sull e per e trans variabili
che s propagano, tale giunzione si pu0 dfinire di tipo serie o parallelo. 1l concetto d giunzione, trattato in
grande dettaglio in [3], riveste una particolare importanza nell o studio dei moddlli fisici; eso infatti, oltre a
cogtituire il modello del racwordo tra dementi lineai costituenti un sistema meccanico o fluidodnamico
distribuito, éil blocco fondamentale per la wstruzione del modello d interazonetra ecdtatore erisuoratore.



1.2.1 Casoserie

Le ipotes di giunzione serie relative aK elementi presumono che la @rrente dhe dtraversa gli elementi
“serie” della rete sia uguale per tutti e sia quindi identificabile come 1;, mentre la somma dell e tensioni di
magliaV; in acordo conleleggi di Kirchhdf sianulla In formule:

K
>v=0

1=1

5 (D)

Supponamo che sulla giunzione insistano N tratti di lineg ciascuna di impedenza caatteristicaR; e tensione
V,, M generatori di tensioneidedi Vg e P impedenze oncentrate Z;, in modoche N+M+P=K. Dalleipotes s
ha:

M P
2V =127

=1 =1 =1 =1

edesendo V' =R/ I e V[ =-R I eqund V-V, =R (17 +1;)=R1:

J J IR

N p N M
leRj+|JZZj=ZZVj +Zng
1= = 1= =

ovvero, ricordandoche | | = l;:

I

N
212:1vj
N

M
+ Zlvgi

= ()
+ JZl Z,

Nota la mrrente di giunzione |; € immediato cacolare i contributi uscenti dalla giunzione dati i contributi
entranti:

I7=1,-1 3

Si pud qund concludere che, per concscere le @rrenti di ciascun ramo d una giunzione serie, € possbile
applicare la (3), la quale fornisce gli elementi incogniti (correnti uscenti) in funzione degli elementi nati
(correnti entranti ed imposte).

Nel caso d una wrda solledtata, ad esempio, V, € laforzaf impressa dall’ ecdtatore d purto d giunzione
(M=1), I; élavelocitav al purto d giunzione el'impedenzatotale di giunzione €2R, dove R é I'impedenza
caatteristicadella corda (P=0, N=2, R;=R,=R). Sostituendo rella(2) si ottiene:
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2 2 2
2Rv=f +2) f'=f+2) Rvi =f+2R) vi = f +2Rv, (4)
da aui;
V—L+V (5)
_2R in

1.2.2 Caso parallelo

Dualmente d caso visto in precalenza, leipotesi di giunzione paralelo relative aK rami presumono che la
tensione dhe insiste sugli elementi “paralelo” della rete sia uguale per tutti e sia quindi identificabile come
V;, mentre lasommadelle wrrenti a nodol; in acmrdo conlelegg di Kirchhdf sianulla In formule:

K
Z =0 V, =V, =.=V, =V, (6)
1=1
Supponamo che sulla giunzione insistano N trétti di lineg ciascuna di anmettenza caetteristicaG; e orrente
lj, M generatori di correnteidedi Iy e P ammettenze oncentrate I'j, in modo che N+M+P = K. Con cdcoli
del tutto analoghi al caso precalente si ha:

N
et

+
M=
o

1
iy

1
iy

(7)

<
I
o

!
iy

!
Y

Come nel caso preceadente, nota la tensione di giunzione V; € immediato cdcolare i contributi uscenti dalla
giunzione dati i contributi entranti:

V=V, -V ®

Anchein questo caso valgonole osservazoni fatte sopra.

Nel caso d un tubo cilindrico solledtato, ad esempio, |4 € il flus u iniettato dall’ecdtatore d purto d
giunzione (M=1), V; é la pressone p nello steso purto e I’'ammettenza totale di giunzione é G, cioé
I’ammettenza caatteristicadel tubo (P=0, N=1). Sostituendo rella(7) s trova

Gp=u+2u" =u+2Gp* =u+2Gp, 9
da aui:
u
p=2pin+6=2pm+Ru (20

1. 3 Ecdtatore come demento di perturbazione

Un collegamento tra ecdtatore erisuoratore éricondwcibile dlo schema (semplificao) di figura:



Fig. 3. Sistema ecdtatore-risuonetore: E &€ un elemento d ecdtazone, attivo e nonlineae; Jé
un elemento d giunzione che implementaleipotes serie-paralelo; L; € un e emento risonante
lineae, dinamico e passvo.

L'acoppamento E-R (ecdtatore risuoretore) soddsfa al ura equazone anaoga aquell e viste sopra; in ogrni
cas0 l'ecdtatore évisto come un elemento in grado d perturbare uno o pu purti del risuoratore. Nella
pratica @mune, I'elemento J, normalmente lineae, si consideraincorporato nell'ecatatore o nel risuoratore,
seaondocriteri di semplicitaformale.

1. 4 Aspetti generali dell' accoppiamento E-R

In astratto, quindi, un sistema ecdtatore-risuoratore pud sempre essre pensato comein figura:

E R

Fig. 4. schemadi principio della mnressone E-R

L’ ohiettivo fondamentale nello studio del modello d interazone edefinire le relazoni intercorrenti tra le
grandezze #’uscitadei blocchi E ed R equelle dl’ingresso degli stess; tali grandezzesono cette variahbili di
scambio.

Nei sistemi fisici, trale variabili di scambio é possbil e identificare una per- e unatrans-variabile, asseme a
integrali e derivate dell e stese. L'acoppamento, quindi, soddsfa dleleggi di Kirchhdf.

Complessvamente, quell o rappresentato € un sistema dinamico nonlineae:

X, = AX, +Bug 0.
0= _ [Tisuonatoe
Vr =Cxy +Duy ]

-
%(E (xeue) Eeccitatore (12)
[yE:g(XBuE) O
e =g 0

(Jcollegameto
@RzuE [l

| sottosistemi E ed R contengono uma dipendenzaingresso-uscita redproca eistantaneg cido nonrappresenta
un problemanel mondoanaogico, main quello numerico guesto fatto daluogoad un paenziale problema di
noncomputabilita Seinfatti S pass ®n unmetodo oppeotunoad ura descrizione numerica, ci S trovanella
situazone di figura:
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Xg Xg(N+1) = A x(n)+BLu(n)
U e S/R(n) = Cx(n) + D u(n)
Fke (n+1) = T(xe (n),ue (n)

Ve (M) =G(xe (n),uc ()
|:;| A,B C,D f 90 tj - S/E(n)=uR(n)

Br(n) =ug(n)

YR Ue

Xe

Fig. 5. schema della cnnessone E-R e noncomputabilit a

L'anell o in colore mostra una dipendenzaingresso uscita mutua eistantanea de caisail problema della non
computabilita. Questa situazone étipica del passaggio da sistema atempo continuo a sistema atempo
discreto.

1.5 Strutturainterna ddl' ecatatore

Come evidenziato sopra, in seguito ala discretizzazone di un sistema Ecdtatore-Risuoretore € possbile
I'insorgere di problemi di non computabilita. Questo problema € dtresi speso presente dl'interno ddlla
struttura dell 'ecatatore stes.

Se infatti, come frequentemente accde, s utili zzaper I'ecdtatore il modell o rappresentato in figura:

y
u
—
fNL L YE
X

Fig. 6. Sistema ecdtatore-risuonatore scompaosto in parte dinamicalineae
e parte nonlineae istantanea

s incontraun pdenziale problemadi non-computabilit ainterna, evidenziato dallafrecdain colore. In questa
schematizzaZzone s suppore de il sistema di ecdtazone sia modellabile dtraverso la nresgone
retroazoneata di una funzione non lineare istantanea [yi,... ym] =fn(X1,.-Xn) di N ingress e M uscite edi un
sistema lineare dinamico di M+P ingress e N+O uscite. In questo schema, L da @nto delladinamicapropria
degli elementi interni al'ecdtatore el € quind ben esprimibile cn equazoni differenziali li neai, mentre fy.
da oonto delle inevitabili non lineaita presenti nello schema, come le mwndzioni di contatto, la presenza di
relazoni non popaziondli travariabili e msi via

Sotto particolari ipotesi, due metodi posono essere impiegati per la risoluzione dei problemi di non
computabilit a descritti sopra: il Metodo d Kirchhdf (K) eil metodoWave (W).



2. |l metodo K

Nel cepitolo successvo s trattera il metodo d Kirchhdf, abbreviato in “metodoK”. Il metodo sara esposto
illustrando separatamente |'applicazone dla parte lineae e #da parte non lineae de sistema. Per la parte
lineae s fara esplicitamente riferimento all a trasformazione bili neare come temica di discretizzaZzone dei
sistemi lineai continui, mentre la parte non lineae sara trattata separatamente nei casi di funzione a un
ingres e un'uscita (SISO), ingress multipli e uscitasingda (M1SO) eingress e uscite multipli (MIMO).

2.1 Generalita sul metodo K

Il metodoK s basa sull'ipotesi cheil grafo d partenza sia separabil e in ura parte dinamicalineae ein uma
funzione nonlineae istantaned.

() =L (y(t),u(t))

(0 = () 2

Il sistema complessvo é rappresentato nello schema seguente, dove si € indicato con ye un' ulteriore enon
spedficaa uscitaverso il mondoesterno;

y
u
Ye
X

Fig. 7. Sistema ecdtatore-risuonatore scomposto in parte dinamicalineae eparte nonlineae
istantaneasecondoleipotesi del metodoK.

Il blocco L puo essere pensato come un generico sistema lineae MIMO; gli i ngress/uscite potenzialmente
interessati da problemi di noncomputabilit a sono quelli cheinsistonosulla nonlineaitaistantanea

L'obiettivo del metodo é quello d evidenziare i percors privi di elementi di ritardo che sussstono tra
ingres e uscita del sistema lineare a caalo dellanonlineaita; il sistemariscritto per mezod d taletemica
viene quindi risolto attraverso metodi geometrici.

Pitin dettaglio, se il sistema atempo continuo d riferimento L viene discretizzao, ad esempio per mezo
dellaben naatrasformazone bili neae:

1-z+
s=h—-
1+2z

13

2 Si ossrvi che l'ipotesi fatta @meno restrittiva di quanto nonsembri; & infatti possbile dimostrare dhe la forma data
incorpora il caso pill generale del sistema dinamico norineae retroazonato su ura nonineaita istantanea Si veda
I’ appendice A per unagiustificazone dell’ asserto.
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dove s scegglie di normah=2/T, si giunge a urlespressone di aggiornamento dell o stato atempo dscreto del
tipo:

x(n) =Ky (n) +p(n) 14

dove s suppore deil sistema adbia M ingress “interni” denominati y;...ym , P ingress “esterni” (imposti),

denominati uy,...Uup €N uscite “interne” denominate X;...xy . Nella scrittura precedente si € messain evidenza

la dipendenza istantanea ingresso-uscita del sistema, che pud essre meglio rappresentata nella figura
3

seguente’:

XN P

S~

Fig. 8. evidenziazone dell a parte istantaneanell 0 schema preceadente: si osservi che, per
costruzione, il sistemalL” non halegame istantaneo trauscitap ed ingres y.

Se s indica @n p(n) l'uscita del sistema L”, che risulta quindi composta soltanto da segnali noti per
definizione (u;...up) € “passati”, ed é quindi identificabile mme un contributo storico, s pudscrivere:

p(m) =L (y(n),u(n))

(19
() =fy (p(n) +Ky ()

Come si pu0d ndare, la non computabilita eora mnfinata nella scrittura y=fy (p+Ky). L'esplicitabilita della

forma scritta deve essere valutata sulla base del teorema d Dini, o della funzione implicita. Se la forma

scritta definisce impli citamente una funzione vettoriale y=gx. (p), tale funzione viene cdcolata erappresenta

lasoluzione del problema di noncomputabilit & come riportato nell afigura seguente:

y

OnL L

p

Fig. 9. Eliminazone dell a parte istantaneadell o schema precalente per soluzione dellaforma
implicitafy.. Si ossrvi che nonci sono pu anelli noncomputabili nello schema.

Nello schema il sistema L*, per costruzione, garantisce I'assenza di coll egamento istantaneo tra ingress e
uscite interni. In conclusione, I'estrazione della parte istantaneada L e la esplicitazone di fy,. consentono d
arrivare al unoschema numerico computabil e.

3Di qui in pd s trascurera |’ uscita esternayg, in quanto noninteressata da problemi di non computabilit &



2.2 Analis del metodo K

2. 2.1 Partelineare

Nell’ipatesi detta, unsistema MIMO come descritto si pud esprimere nell a forma seguente:

%N':AW+BU+Cy
=Dw+Eu+Fy

[X
F=1(x)

Il cui schema & ©si rappresentato:

1/s

AB,C

]

Fig. 10. Schema analogico del sistema (16).

11

(16)

Applicandolatrasformazone bili neare dlatrasformata di Laplacedellaprima equazone del sistema (16):

SW(s) = AW(s) +BU(s) +CY(s)

s ha

h(1-z)W(2) = A(1+2)W(2) +(1+2)(BU(2) +CY(2))
hW (2) - AW(2) = 2*hW(2) + 2 *AW(2) +BU(2) +CY(2) + 7*(BU(2) +CY(2))

(hl =A)W(2) = z*(hl + A)W(2) +BU(2) + z2'BU(2) +CY(2) +z'CY(2)

ovvero, nel tempo:

(hl = A)w(n) = (hl + A)w(n-1) + Bu(n) + Bu(n—1) + Cy(n) + Cy(n-1)

equindi, se (hl-A) éinvertibile:

w(n) = (ht - A)((h +A)w(n-1) +B(u(n) +u(n-1) +C(y(n) +y(n-1)))

(17)

(18)

(19

(20)

(21)

(22

Si ossrvi che la matrice (hl-A) é invertibile per ogn valore di h per cui nonsia det(hl-A) = 0, ovvero per

ogn scdtadi h ad eccekone degli autovalori di A.

Definenda

G=(h-A)'C

H=(hl —=A)™"(hl +A)

(23

(24)
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J=(h1-A)"B (25)
p(n) = Hw(n-1) +J(u(n) +u(n-1)+Gy(n-1) (26)

c¢i s ricondwce dlaforma
w(n) =Gy(n) +p(n) (27)

dove per G, H, J e p(n) sono dite le forme esplicite valide per i sistemi MIMO nelleipotesi viste,

Sostituendo aanellasecondadi (16), s ha
x(n) = DGy(n) + Dp(n) + Eu(n) + Fy(n)

(28
= Ky (n) +p(n)
dove
K =DG+F (29)
p(n) =DP(n) +Eu(n) = D(Hw(n -1 +I(u(n) +u(n-1))+Gy(n-1))+Eu(n) (30

In conclusioreil sistemadiventa:
[p(n) = DHw(n-1) + DJu(n-1) + DGy(n-1) + (DJ + E)u(n)
= (p(n) +Ky () (3
Hv(n) = Hw (n-1)+ 3 (u(n) +u(n-1)+G(y(n) +y(n-1)

Ed é quindi posto nellaformarichiesta per 1a soluzione.

Vaelapenadi ossrvare chele equazoni scritte presuppongond’impiego del metodo ctlla trasformazone
bili neare per la discretizzazone del sistema lineae L; tuttavia il metodo K nella sua forma piu generae s
puoapplicare on qualsiasi formadi discretizzazone; in altri casi, ovviamente, cambierannole definizioni di
G, H, J, K ed p(n).

2. 2.2 Partenon lineare

Come si é detto, I'esplicitabilit & dellaformavettoriale al N ingress ed M uscite:
y=f(p+Ky) (32)

rappresenta la soluzione del problema di non computabilita el & subardinata dl'applicazone del teorema di
Dini. Per comodita e diarezzarichiameremo il teorema nei tre cai di interesse principae: funzioni di

R - R (sistemi SISO), di RN - R (sistemi MISO) edi RN - RM (sistemi MIMO)
2.2.2.1 Sistemi SISO

Per i sistemi SISO vale il teorema di Dini nella sua formulazone piu semplice Quest'ultimo afferma de,
data unafunzione impli cita:

f(xy)=0 (33

se epossbile determinare un purio Po=(Xo, Yo) per cui &

of
— %0 (34)
W3,
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alora esiste un'unicafunzione g(x) tale per cui:
f(x,g00)=0 (39)
in unintorno del punto Py. Nel nostro caso, per N=M=1 s ha:
fu(p+ky)-y=0 (36)

dove onk s éindicato I'unico elemento dellamatrice 1x1 K. La condzione di esplicitabilit a diventa quindi:
%: fi (p+kyk-1£0 (37)
cioéin definitiva
£ (prk)= i ()2 9

Pertanto, se la derivata di fy_ € diversa da 1/k in un puro, la funzione élocdmente esplicitabile; € fadle
rendersi conto indtre che se essa ediversa da 1/k per qualungue x, fy. € globalmente espli citabil e.

Come anticipato, lafunzione gy, pudessre cdcolata apartire dalafy, in base a @nsiderazoni geometriche.
Si oservainfatti che latrasformazone:

g =Y 39
0P =x—ky
cui & sottopastala fy,, mappail piano (x, y) nel piano (p, ys) secondo ur trasformazone di tipo shear®.
Nellefigure seguenti s vede I'eff etto dell atrasformazone descritta, con k=1, sullafunzione:
y=e™ (40)

Si pud ndare come la funzione s “sdrai a sinistra” (a destra, per k negativi). Si puo atresi notare ce,
esendoladerivatadi questafunzione minore di 1/k=1 per ogni X, S éin presenzadi esplicitabilit a globale.

y 1
0.9r

Yoy 1

S

0.9}
0.8f 0.8}
0.7} 07}
0.6} 06}
05} 05}
0.4f 04}
0.3f 0.3}
0.2f 0.2f

0.1} 01f

0 i . . . n .
-3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -3

Funzione nel piano (X, y) Funzione nel piano (p, y)
Fig. 11. Rappresentazone graficadellatrasformazone di shear nel caso bidimensionale

“ 1l termine inglese shear significa “scorrimento” e sottintende una deformazone del piano catesianoin cui I’ ase delle
ordinate viene ruotato con perno sull’origine e scdato. Intuitivamente, tutto va cme se il piano venise dfettato in
strisce orizzontai di altezzainfinitesima etali strisce venissro pd fatte scorrere in modo ch mantenere rettili neele
lineeverticdi. Questatrasformazone muta, ad esempio, rettangdi in parall elogrammi.
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2.2.2.2 Sistemi MISO

Per i sistemi MISO vale ancora il teorema di Dini nella formulazone estesa. Quest'ultimo afferma de, data
una funzione impli cita:

f(xl,...xN,y):O (41)

se éposshile determinare un punio Po=(X1,..Xn, Y) per cui:

a £0 (42
% (Ro)
alora esiste un'unicafunzione g(x;.. Xy ) tale per cui:
f(xl,...xN,g(xl,...xN)):O (43
in unintorno del punto Py. Néel nostro caso si ha
fu (P +ky)-y=fu (P kYo +kyy)-y =0 (44

dove mnk s éindicao la matrice K costituita da una sola @lonna (Nx1). La condzione di esplicitabilita
diventa quindi:

ﬂ: - mNL(p1+k1y'"-pN +kNy)_y% 0 (45)
& &f % 5
cioe
N QdiL(xl,...xN) 0
ZH x ki%;tl (46)
equindi, in definitiva:
grad(fNL)T & #1 (47)

Pertanto, se il proddto interno del gradiente di fy. con k é diverso da 1 in un puno P, la funzione é
locdmente esplicitabile; & fadle rendersi conto indtre che se es é diverso da 1 per qualungue P, fy. &
globalmente espli citabil e.

Anchein questo caso latrasformaz one geometricainddta dallarelazone:
@q(nﬁ k,y(n) + p,(n)
n)=k,y(n)+ p,(n
2 (1) =koy(n) + () 8
B..
By (M) =k y(n) + py (n)

definisce una trasformazone di shear multidimensionale. Tale trasformazone puo essere rappresentata in
formamatriciale per mezao ddla:
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X1 1 kl pl
X,| [0 K, | p
|k 2 ‘17
X :TH = ONXN N j ovvero .= (49
y y 1xN llxl XN 0 kN pN
y| |0 1]y
Comesi pu0 ndare, lamatriceT, la ai inversa esiste evale:
1 0 0 -k
0 1 0 -k I
Tr=|.. .. e | = (50)
leN llxl

definisce unatrasformazone di shear nello spazo (X, Xz, ...Xn, ¥), mutanddo nello spazo (py, p2, ---pny Y); 1€
equazoni degli ass originali nello spazo trasformato s ricavano fadlmente dalla trasformazone di cui
sopra, sostituendoalla N+1-upla (Xg, X2, .. Xn, Y) gli N+1 versori ortogordi costituenti la base canornica

Gli asd delle ascise s risultanti sono altrettante rette sovrapposte ajli ass dello spazo trasformato,
mentre I'ase y subisce una inclinazone di un coefficiente angdare -k; per ogn direzone dello spazo
risultante.

Nellefigure seguenti s vede I'eff etto dell atrasformazone descritta, conk=[1, 1], sullafunzione:
y= e (ind) (51)

Si pud ndare dal grafico che la funzione non & esplicitabile. Si lascia mwme esercizio verificare de il
prodato del gradiente di f per k @ uguele alin uninsiemedi punti del pianox.

1

0.8

0.6

0.4

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Funzione nel piano (X, y) Funzione nel piano (p, y)

Fig. 12. Rappresentazone graficadellatrasformazone di shear nel caso tridimensionale

2.2.2.3 Sistemi MIMO

Per i sistemi MIMO valeil teorema di Dini nellaformulazone generalizzaa. Quest'ultimo afferma che, dato
un wettore di funzioni implicite:
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se eposshile determinare un puno Po=(Xg,..Xn, Y1,--Ym) 1N CUi ese s annulanotutte evae:

dlora esistonoe sono unvocamente determinate le funzioni gy (Xi...Xn ), «.. Ou (X1.. Xy ) tali per cui:

G.Borin: Metodi per la Sntesi per Modelli Fisici

fl(xl,...xN,yl,...yM)

Far (Xeoee Xogs Yaroes Yon )

Ofyfy)
o"'(yl,...yM)

z0

(Po)

fl(xl,...xN ,gl(xl,...xN)) =0

fM(xl,...xN Om (xl,...xN)) =0

(52

(53

(54

in unintorno del purto Poy. Si ricorda che laforma che compare nella (53) s dice determinarte jacobiano (o
piu semplicemente jacobiang) delle funzioni f; rispetto ale variabili y; ...yy, ed &

x;y o,
Ot tu) _ e N, N
Avovu) I, A
o, Ny
Nel nostro caso lo jacbiano vale:
1 M 1=1 i 1=1 i
det| ... . | =det .
an af_M s diLM - diLM
TN B DR e D R
Riscrivenda
E N ﬁNleil N al:Nle”vI B
g = ax] =1 @(I =
det[] -10=
OnN of N of O
[z NL M kil NL M kiM E
E|=1 @(1 1=1 @(1 E
EdrNLl diLl B
E @(1 @(N k11 klM Q
=det] ... .. |—-10#0
EdiLM diLM kN1 kNM B
H o Xy H

equindi, in definitiva:

(59

(56)

(57)



17
det @N(L K —@io (59

Pertanto, se la matrice definita dalla (58) nel purto Pononé singdare, lafunzione élocdmente espli citabil e;
éfadlerendersi conto indtre che sela (58) vale per qualunge P ORM™™ | fy. & globalmente esplicitabil e.

Anchein questo caso latrasformazone geometricaindata dallarelazone:
x(n) =Ky (n) +p(n) (59)

definisce una trasformazone di shear multidimensionale. Tale trasformazone puo essre rappresentata in
formamatriciale per mezao ddla

P
y

I NxN K NxM

&

y

‘ (60)

0MxN lMxM

y

owvia estensione dellaformuladel caso MISO. Come si pud ndare, lamatriceT, la @i inversa esiste evale:

I NN K NxM

T'= (62)

0 MxN l MxM

definisce una trasformazone di shear nello spazo (X, y), mutanddo nello spazo (p, y); le equazoni degli
ass originali nello spazo trasformato s ricavano fadlmente dalla trasformazone di cui sopra, sostituendo
alaN+M-upla(x, y) gli N+M versori ortogorgli costituenti |a base canorica

2. 3 Soluzione numerica con il metodo K

2. 3.1 Schemadi soluzione

Il sistemarisolto conil metodoK si presentaquind nellaformanumerica
p(n) = D(Hw(n-1) + J(u(n) +u(n-1))+Gy(n-1))+Eu(n)
= alp(m) (62)
Hv(n) = Hw(n-1)+J(u(n) +u(n-1))+G(y(n) +y(n-1))

conle definizioni dette per G, H, J, p, che pudessre cdcolato iterandole equazoni scritte nell’ ordine dato.
Ovviamente, laprima elaterzadi (62) presentano numnerosi Afattori in comune. E quindi piu efficiente dtuare
unoschemadi cadcolo per mezod dellavariabil e intermedia p, scrivendo

() = Hw(n-1) + J(u(n) +u(n-1))+Gy(n-1)

p(n) = Dp(n) +Eu(n)

¥ =gpm)

Hv(n) =Gy (n) +p(n)

(63

Con riferimento a quest’ ultimo sistema, s pud ancora oservare de, seil vettore di stato della parte lineae
del sistemaw nonservisee d fini del cacolo dell e uscite verso il mondoesterno, sostituendola quarta di (63)
nella prima, sarebbe anche posshile parreil sistema nellaforma seguente:
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[p(n) =HP(n-1) +I(u(n) +u(n-1))+(H +1)Gy(n-1)
(n) = DP(n) +Eu(n) (64)

3 =g(p(n)

forma dhe si presentanon d rado rei casi pratici.

Ne cas piu complesd, tuttavia, le uscite verso il mondo esterno pasono richiedere non soltanto la
conoscenzadi w, ma anche quella del vettore delle “uscite interne” x. Pertanto, accanto alle equazoni (62) o
(63) € spes necessaria anche la:

x(n) =p(n) +Ky (n) (65)

2. 3.2 Alcune osservazioni pratiche

Occorre oservare che nellatrattazione svoltafino ad ora éstato consideratala forma pit generale di sistema
dinamico nonlineae dfrontabile wmnil metodoK. Vatuttavia sottolinedo che nel casi pratici la struttura dei
sistemi che si incontrano puodconsentire dcune significaive semplificagoni.

In primo luogq molti sistemi di equazoni s pasonoricondure dlaforma

[X'=Ax+Bu+Cy

3 =1(x) (69

In guesto caso, si vede dhe D, E, e F sono ndle. Pertanto, K coincide an G e p(n) coincide mn f)(n):
K=G=(h-A)"C (67)
p(n) =H(n) = Hw(n-1) +I(u(n) +u(n-1)+Gy(n-1) (69

mentre le definizioni di G, H e J rimangonoinvariate. In questo caso, le equazoni (62) divengona
[p(n) = Hx(n-1) + J(u(n) +u(n -1))+ Ky (n - 1)
v =g(p(n) (69)
k() = Gy(m) + p(n)

Inaltre, nel casi in cui la mnascenzade vettore x non accorre d cdcolo d eventuali uscite verso il mondo
esterno, laformasi semplificaulteriormentein:
[p(n) = Hs(n=1) + I(u(n) +u(n-1))+ (1 +H)Gy(n-1)

3 = 9(p(n)) 79

In secondo luogg molti sistemi di dimensione N “grande” insistono su funzioni MISO con daminio d
dimensioni piti piccole di N; éfrequenteil caso d funzionidi R - Ro R® = R.

Infine, se in luogo lla trasformazone bilineae s utilizza la temica delle differenze dl’indietro, le
definizioni di H, J, K ep(n) sono uteriormente semplificate, come s puofadlmente verificare.

2.4 Esempi

Ne paragrafi successvi s esporranno alcuni esempi di applicadone del metodo K fino ad ora trattato.
Saranno presentati esempi classci della teoria dei circuiti nonlineai, come I'oscill atore di Chua-Felderhoff,
esempi di meccaiismi elementari di ecdtazone, come il sistema martell etto-corda o ancia-tubo aaustico e
esempi di equazoni differenziali nonlineai comel'equazonedi Van der Pol.
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2.4.1 Ogscillatore di Chua-Felderhoff

Il circuito d Chua-Felderhoff, descritto ad esempio in [1], &€ csi schematizzao:

L R

— L WW—
iV

v | [==] c@ e(t) @

Fig. 13. Schema dettrico del circuito d Chua-Felderhoff

In questo schemasi ha: L=100uH, R=1800Q, &(t) = e, sen(271 ,t) . | comporenti L e R sonolineai, mentre
il comporente C € una cgadtanonlineaela wi caratteristicatensione-carica €

\V
a(v) = C, T (71
1+—
Vo

definita per v>v,. Nell'esempio, Co=80pF e vo=0.6V. La airva q(v) per tai vaori e riportata nella figura
seguente:

x 10"

-5 0 5 10 15 20
v

Fig. 14. Caratteristicatensione-caricaper il condensatore nonlineae. Co=80pF, vp=0.6V.

Il circuito proposto ha un comportamento ceotico: a variare della tensione di picco del generatore e
I'andamento della caicaq(t) a regime manifestai fenomeni tipici del caos, come il raddoppo del periodo,
descrivibili nei classci diagrammi di biforcazone.

L'equazone analogica della parte lineae del sistema puo essere scritta goplicando le legg di Kirchhdf a
circuito; il sistemarisultante eil seguente:

Oy =i

5 R 1 1

g :—Il +Ie—tv (72)
B =1(a)
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Il sistema énonlineae ehadimensione dello spazo d stato pari a2. L'ingres esterno e g, lafunzione non

lineae® @daR in R: siamo quindi nel caso SISO. Laforma matriciale del sistema éla seguente:

Oolg [0 q 0 0
= + +
il Tlo —r/Lfi| Tl Y 73
3=1(a)
ovvero, nellasimboogiadd metodoK:
O _O 0 0
2o R T Y
U
x=[1 Ow (74)
O
ov=f(a)
H

in cui s nota che le matrici E ed F sono nudle. Occorre ora determinare p(n), e K. Come spiegato sopra,

conviene procedere d cacolo d p utili zzendolavariabile intermedia p . Si ha per definizione;

p(n) = Hw(n-1) +J(u(n) +u(n-1))+Gy(n-1) p(n) =DP(n) K =DG (75)
Procedendoconi cdcoli s trova:
(hl +A) h 1 (h - A) h -1
+ = . — =
0 h-r/L 0 h+R/L (76)
111 1
(hi-a)t=[ NR¥AL G=(hi-A)"c=| NRFAL 77
R+hL T R+NL
1 2L 11
H=(hi-A)"(hi+A)=| LH*R J=(h-A)*B=|NRIAL (78)
LH+R R+ hL
Quindi:
2L 1
() =| Lh*+Ruwn-1+—1 le(n)+en-1-v(n-1) (79
Lh-R Lh+R|7
Lh+R
p(n)=[L gp(n) (80)

® Per convenienza, nello schema si @ introddta I'inversa della funzione data in (71), la ai espressone andlitica &
fadl mente determinabil e.
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K=k=re 81
" hR+hL ®1)
Il sistemadi equazoni atempo dscreto complessvo é quindi:

Ll _ B 2L .o .11 PN

P =aln =Y il D+ (e +e(n-1)-v(n-1)

[ _Lh-R. 1 N ol

Epz(r1)——Lh+R|(rw D+ (&) +e(n-1-v(n-1)

Dp(n)_= p(n) ©2

V() = g(p(m)

o . .1

CO0) = ()~ V()

E(n) = b,(n) —ﬁv(n)

Lafunzione g s determina df ettuandolo shear dell'inversa dellafunzione di figura 14.; lo shea & df ettuato
di una quantita k che wmni parametri del sistema @rrisponce al uncoefficiente angdare di circa7.5856 10
13

Una volta determinata g, ad esempio tabulando i vaori ottenuti dalla trasformazone lineae delle mppe
(g,v) cdcolate per mezod della (71), il sistema puod esere risolto semplicemente iterando la soluzione delle
equazoni nell'ordine scritto.

Nelle figure seguenti s riportano i diagrammi di fase del sistema nel transitorio iniziale e aregime. Nella
simulazone, oltre d parametri riportati sopra, S sono adattati i seguenti valori: e,=3.57V, F.=32f. f, & dato
da

f= (83

- 2mLC,

equind e drcapari al1.78 Mhz.

Fig 15. Diagramma di fase caicacorrente del circuito nel transitorio
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i[Ax10]°
10

Fig. 16. Diagramma di fase caicacorrente del circuito dopo 256 griodi (aregime).

Si confrontino questi grafici con quelli riportati in [1].
2.4.2 Sistema dinamico martell etto-corda

2.4.2.1 Caso perfettamente elastico

Un sistema dinamico martelletto corda perfettamente dastico [7, 8] s pud schematizzae cme un corpo
dotato d massa edi elasticita nonlineae in moto verso unmeza che soddsfa (in prima gprossmazone)
I'equazone d'onda unidimensionale. Senza entrare nel dettagli, lo schema éil seguente:

fe=f (Qy)

martelletto corda
Fig. 17. Schemameccanico del martell etto perfettamente dastico

Nel caso d corde sufficientemente idedi, il modello d risuonetore pud essre redizzao mediante guide
d’onda. In guesto caso, I'acmppamento tra ecdtatore erisuoratore durante lafase di contatto € dato da una
giunzione serie, come éfadle verificare.

Dalle equazoni della dinamica del martell etto e dalle relazoni esistenti tra le onde che s propagano sulla
corda d purto d contatto, conriferimento ala (5) di pag. 6 il sistemarisultante eil seguente:

1
Y =y =5y

5 1

Or =-= 1t (84)
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dove Ay ¢ la differenzatra la posizione della wrda eil “baricentro del martelletto” al purto d contatto e
coincide conla compressone del feltro, vi, € lavelocita del martell etto, v; € lavelacita entrante in gunzione,
f élaforzadi interazone tra mrda efeltro e K e a sono oppotuni coefficienti. Il sistema enonlineae eha
dimensione dello spazo d stato pari a2. L'ingresso esterno e v;, lafunzione nonlineae edaR in R: siamo
quindi ancoraunavoltanel caso SISO. Laformamatriciale del sistema, conlasimbologia aituae, &

0 1
Uo layl [0 1Ay |- o7
E— = Y + V. + 2z Yy
Pt|Val [0 v, [O]" _1 (85)
il m
|
By = f(ay)
mentre nellasimbologiadel metodoK s ha:
0 0 - -1/2
'= + +
= 7o 0" 0" |-1/m|
|
x=[1 Ow (86)
|
oy = f(x)
u

e ache in questo caso le matrici E ed F sono nudle. Occorre ora determinare p(n) e K. Come nel caso
precalente onviene procedere d cacolo d p utili zzandolavariabil e intermedia p . Si ha per definizione:

p(n) = Hw(n-1) +J(u(n) +u(n-1)+Gy(n-1) p(n) =Dp(n) K =DG (87)

Procedendo rei cdcoli s trova:

h 1 h -

(h|+A):0 H: (hI—A):‘O h]‘ (89)
11 gt 1
(hi-A)*=n N G=(hi-A)*c=| NZ M 89
0o = 1
h mh

2 1
H=(-A) " +A)=/ 1. J=(h-A)*B="h (90)
01 0
L2 1 ipgt 1
By =" pw(n-1)+ pl(u(m) +u(n-1)+"EEZ MNGyn-1) o1
0 1 0 _1
mh
p(n)=[L 0p(n) (92

101 1
K _k__ﬁ Z+E§ (93
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Il sistemadi equazoni atempo dscreto complessvo e quindi:

() =dy(n-1 + 2y, (n-1) -

D

Dpzm) v, (n- 1)—if(n -1)
mh

gpm)—pl(n)

Df(n) a(p(n)

Dﬁy(n) = pu(n) -

101,

h[QZ
D ~
V() = P() = £ ()

vi(n+vi(n-) 1
h h@zTZ —H Hf(n 1)

(94

Hf (n)
mh

Lafunzione g s determina df ettuandolo shear dellafunzione nonlinearein (84); lo shea é dfettuato d una
quantita k che con parametri tipici del sistema crrisponce al uncoefficiente angdare di circa-0.5.

2.4.2.2 Caso del feltro dissipativo

Un sistema dinamico martell etto corda awn feltro disspativo si pud schematizzare nel caso preceadente, ove si
pongain perallelo (meccanico) allamollaun elemento d attrito, come nell o schema seguente:

martd letto

Fig 18. Schema meccanico

fe=f (Qy)

f=f+

fi=RAv
corda

del martell etto confeltro dsdpativo

Dalle equazoni della dinamica del martell etto e dalle relazoni esistenti tra le onde che s propagano sulla
corda d purto d contatto, duranteil contatto il sistemarisultante éil seguente:

o 2zv_ 1 f_zzv
Y = Ri2zVn " R¥2z ¢ TRz

o e 9
o"  mR+2z) " mR+2z)" mR+2z) ° 9
D _ a

fc_K(Ay)

=

Il sistema énonlineae ehadimensione dello spazo d stato pari a2. L'ingresso esterno é v;, lafunzione non
lineae édaR in R: slamo guindi ancora una volta nel caso SISO. La forma matriciadle del sistema, con la

simbologia aituale, & la seguente:



S 0 27 .2z 1

g2 ™ R+2z |&,| R+2z| .| R+2Z |
Eﬁt Vm 0 - 2RZ .Vm 2Rz i _Z—Z c
0 mR+2Z)|  |m(R+2Z)| mR+27)
O

o, = f(ay)

25

(96)

e per laforma prevista dal metodoK s ha la situazone descritta nel caso perfettamente dastico. Occorre ora
determinare p(n), G, H ed J. Dal momento cheil cacolo é piuttosto laborioso, si procede in forma simbalica

porenda
O —
A=‘ 612; B= %|.
0 a4 _a4
Si haquindi:
_ % |,
(hI+A)_‘O h+a,|’
1 &
h _
(hi-A)" = h(hla“); G=
0
h-a,
2
b os
=(hl = A)? - "%
H=(hl—A)™(hl +A) = h+a|’
0
h-a,
Sostituendoad a, e a4 S trova:
_ mh+2Z IKal-
% = Th(mh(R+22) + 2R2) [s7Kdl;
h =1 [adim];
h,=0 [1/9];
. 2Zm
= [s];

T R+ 22) +2RZ

h -a,
(hi _A)_‘O h-a,

- hRa, +a,a,(R+2Z)|
2hRZ(R+22)
a4

Rh-a,)

(h1 —=A)*C=

. 27
% = mh(R+2Z) +2RZ

[s'Kd]

_ 4Zm
h, = mh(R+2Z) + 2RZ

[s]

_mh(R+2Z)-2RZ
" mh(R+22) +2RZ

h, [adim]

o 2RZ ad.
JZ_mh(R+22)+2RZ [adim]

Il sistemadi equazoni atempo dscreto complessvo é quindi:

(97)

(99)

(99

(100

(101

(102

(103

(104
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0. 4Zm 27m
n)=Ay(n-1 v (n—-1
Epl( )=8y( )hm(R+zz)+2Rz l

)+ hm(R+22)+2RZ
0 _ 27
= hm(R+2Z)+2RZ
0. hm(R+22)-2RZ 2RZ

= -1

sz(n) hm(R+2z)+2RzV’“(n )+ hm(R+2Z)+2RZ
0 _ 27
. hm(R+22)+ 2RZ
E p(n) = p,(n)
afem=g(pn)

() = py(r) - 2
Dy P h(

(v (n)+v, (n-1))-

f,(n-1)

(v (n) +v, (n-1)-

f.(n-1) (105

mh+2Z
mh(R+2Z)+2RZ

o oy ()
mh(R+22)+2RZ)

) fc (n)

O .
D‘/m(n) = pz(n) -
0 (

Il lettore éinvitato a verificare che per R=0 s ritrova il sistema scritto nel caso perfettamente dastico. La
funzione g s determina df ettuandolo shear dellafunzione nonlineae, come nel caso precalente. Lo shea e
eff ettuato d una quantita k che con parametri tipici del sistema @rrisponce a uncoefficiente angdare tra-1
e-0.1.

2.4.3 Sistema “double scroll”

Nel sistema “doule scroll” [10] sonoassegnate direttamente le equazoni in formadi variabili di stato:
EBq =a(x, —h(x)
K2 =X =Xz + X3

Eb(é ==px, (106

HW(Xl)=le+ Wb;”l[|xl+]1_|xl_]”

Il sistema énonlineae eha dimensione dello spazo d stato pari a 3. Il sistema & atonamo (hon M sono
ingress esterni), lafunzione nonlineae edaR in R: slamo quind ancora unavoltanel caso SISO. Laforma
matriciale del sistema, conlasimbologia aituale, & la seguente:

O 0 «a -a

Eyv'=1 -1 1w+ 0|y

H 0 -B 0

Ey<:|1 0 Ow (107
=1(x)

H

Si nota quindi che in questo caso le matrici B, E ed F sono ndle. Come sopra, si determinano p(n) e K; s
ha:

p(n) =Hw(n-1)+J(u(n) +u(n-1)+Gy(n-1)  p(=Dp(n) K =DG (108



27

Procedendo rei cdcoli s trova:

h «a h -a O
(hi+A)=1 h-1 1; (h=A)=|-1 h+1 - (109
0 -8 h 0 B h
h*>+h+f a
B 1 h h
h-A)'=————| 1 h 1| 11
( ) h2+h+B—(J B h2+h_a, ( O)
h TP h
h>+h+B+a 2ah 2a
— 2_ —
H_—h2+h+,8—a 2h h*-h-B+a 2h (111
-2B -2ph h>+h-B+a
. —a(h?+h+g)/h
—_ —_ -1 = - _—
G=(h-A)"C Ry a (112
aB/h
h>+h+B+a 2ah 2a
p(n)=————— 2h h’-h-B+a 2h n-1)+
B = 11y o pra w(n-1)
-2B ~2ph h?+h-B+a
—g(h2+h+ﬁ (113
1 h L
e — —_— n_
W +h+ - ag y(n-1
h
p(n) =L 0 0p(n) (114
o 1a(h2+h+,8)
K_k__hh2+h+ﬁ—ot (119
porenda
=; 11
y_h2+h+B_a ( 6)

il sistemadiventa
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Eﬁl(n) = yé(hz +h+ B+a ) (n-1) +2ahx,(n-1) + 20, (n~1) —%(hz +h+ B)y(n—l)E

O

5, (n) = y(2hx (n-1) + (1 —h= B +a )x,(n-1) + 2hx,(n—1) —ay(n-1))

S@(n) = y@— 2Bx, (n—1) +-2pnx,(n-1) + (h2 +h-p —a)xg(n -1 —% y(n-1) @

Q p(n) = p,(n) (117)
0 y(n) = g(p(n))

U ~ a

Ox () = () -y (0" +h+ B)y(n)

2%,(1) = B, (n) - yay(n)

O yap

Exii(n) = Ps(n) h y(n)

La funzione g s determina dfettuando lo shear della funzione non lineae f; lo shea é dfettuato d una
quantita k che énegativa; esseendola funzione nonlineare sempre apendenzapositiva, non v sono goblemi
di invertibilita

2.4.4 Equazionedi Van der Pal

L'oscill atore di Van der Pol [10] & descritto daun'equazone differenziale nonlineae del secondo adine:

——u(l—xz)—x+x:0 (118

dove u & un parametro adimensionadle de asume normamente valori tra 1 e 5. E immediato passare dle
equazoni in formadi variabili di stato:

=%
D(é =y=X (119
%/: pl- X12)X2
e daqueste dlaformarichiesta dal metodoK:

U 1

ey gl

X=1Ilw (220

Y=

E

Il sistema &non lineae eha dimensione dello spazo d stato pari a 2, @ aitonamo® (non Vi sono ingress
esterni), la funzione nonlineae éda R? in R: siamo nel caso MISO, mentre le matrici B, D, E ed F sono
nulle. Si oservi chein questo caso, dato che D=I e x=w, per ladeterminazone di p(n) eK s ha

® In letteratura éstudiata ache la forma perturbata (non autonama) del sistema di Van der Pol. Si invita il lettore a
scrivere le equazoni del sistema @n uningreso esterno, atrovare il sistema numerico dato dal metodoK e asimulare
il sistema stes. A tale propasito si veda a esempio [10], p. 986.
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p(n) =p(n) =Hw(n-1)+Gy(n-1) K=G (121

Procedendo rei cdcoli s trova:

h h -
(h|+A):_1 j; (hI—A):‘l hj‘ (122
_ 1 |h 4 1 |1
(h|—A)1:W_l ;-‘; K:GE(h|—A) C:Wh (123

Le equazoni complete del sistema atempo dscreto sono qundi:

o 1 fn’-1 20| o
Ep(n)—hz—ﬂ@_2h hz-JX(” D+ yen 1)E
(n) = g(p(n) (124

O
_ 11
() —p(n)+h2—+1‘h‘y<n>

]

La funzione g s determina dfettuando lo shear della funzione non lineae f; lo shea & dfettuato d due
quantita: k; e k, che, esendo entrambe positive e esendo anche la funzione non lineae a pendenza
positiva, posono dire problemi di invertibilit a

Nel grafico seguente édato il diagrammadi stato del sistema:

25+

20

154.

Fig 19. Simulazone del circuito d Van de Pol con p=0.5; condzioni inizidli: x;=1, x,=0; h=54.
Il grafico riportal’ andamento dell e variabili p; e p, (ascisE) ey (ordinate).

2.45 |1l clarinetto

SeamndoSchumadher [9] un'ancia pudessere ben modellata cn un acill atore smorzao del secondo adine:
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[d2x dx 0
H gz +gra+wr(x-H)H= p-PR, (125

dove p e lapressone d bocching, x & lo scostamento dell’ ancia dalla posizione di riposo, Py € la pressone
staticanellaboccadell’ eseautore, H €1 apertura dell’ ancia ariposo e L, gr € @ sono costanti oppatune.

La pressone d bocchino p € indtre una funzione non lineae eistantanea del fluso u, della posizione
dell’anciax e dellavelocita dell’anciax’ [9]:

p=f(uxdx/dt)+P, (126
Infine, ricordando la trattazone del tubo solledtato d pagina 6, la relazone de intercorre tra flus e

pressone d purnto d giunzione tra ancia etuboaaustico e quella della giunzione parall elo, come puo essre
fadl mente verificao:

p=Zu+2p” (127)
Nellasimbologiaintrodatas haquindi:
H
X
W=X,, y=p-PR; u=|PR (128
p+
= 0 ! B= 0 C= 0 12
e g Tlw 0 Tlx (129
0 0% -4 3
D=1 E=0 0 O F=|0 (130
0 O 0 O 0
LamatriceK risulta essre:
1
ZO
K= 1 (131
l’lr (wr +h2 +grh)
h
IJT (wr +h2 +grh)

Il sistema nonlineae ha dimensione dello spazo d stato pari a 2, € aitonamo (non i sonoingress esterni),
lafunzione nonlineae édaR?in R: siamo ancora unavoltanel caso MISO.
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3. Il metodo W

Il metodoW [4, 5, 6] si basa sulla decompasizione dell e grandezzetrans- e per- in “comporenti d'onda” ’ del
tutto analoghe aquell e viste nelle guide d'onda [3].

Si definiscono qundi:
v+Ri . _1+V/R

vh = 5 it=— (132
__V-Ri -
vV = 5 i‘EI \;/R (133

Dove R é una mstante per il momento arbitraria, omogenea a ura resistenza, chiamata resistenza d
riferimento.

Si constata suhito che;

v=v'+v® =it +i” (139
v =RI* vV =-Ri" (135
= v=R(i*-i7) (136)

3.1 Coefficiente di scattering

Si considerino le variabili d'onda dhe insistonosu un generico hipalo lineae di impedenzaZ. Si definiscel
“coefficiente di scatteringrede” comeil rapparto traondariflessa eondaincidente.

Pit generalmente, se il bipolo pessede unimpedenza mmpless, si definisce il “coefficiente di scattering
complesn” il rapparto tra le trasformate di Laplacedell e grandezzed'ondariflessa eincidente. In entrambi i

cad, il coefficiente di scattering definisce una trasformazone lineae che wnsente di ricavare la grandezza
riflessa dalla grandezzaincidente.

Si ossrvi che la definizione data prescinde dalla natura delle onde: esisteranno quindi un coefficiente di
scatering per onde di trans-variabili (tensione) e un coefficiente di scatering per onde di per-variabili
(corrente).

Nel caso complesso si ha per definizione:
V- V-R V/I-R Z-R

- = = 13
VIV TVER V/I+R Z+R (137
I~ I-V/R R-V/I R-Z

rh =—= = = = -1 13

1" T 1+V/R R+V/lI R+Z v (138

" Lalettera “W” derivadalla parolainglese “wave”.
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Conriferimento ai coefficienti di scatering per trans-variabile, s analizzeno aa dcuni casi notevoli.

3.1.1 Resistore

Nel caso d unresistore Ry s haimmediatamente:

_R~-R
" R IR

(139

Si oseErvi che se R=R; si harg=0. Nel caso d resistenzadi riferimento “adattata”, quindi, il resistore non ¢
riflessone.

3.1.2 Condensatore

Nel caso d un condensatore C si ha:

1/sC-R

e — 14
1/sC+R (140

re(s) =

Per passare dal dominio analogico al dominio numerico si puo wsare, a solito, latrasformazone bili neae:
-1

p.*+z
_ 141
re(2) 14 pz (141
con.
1/h-RC
SRl 14
Pe =1/ h+RC (142

In generale re(2) @ unfiltro passatutto; se perd si sceglie R=1/hC, si ha p:=0 e di conseguenzarc(z)=z". Nel
caso d resistenzadi riferimento “adattata”, quindi, il condensatore non dariflessone istantanea. Si nati che,
ses scegglie mme di consueto h=2/T, larelazone di adattamento dventa: R=T/2C.

3.1.3 Induttore

Nel caso d unindutorelL s ha

sL-R
=g TR 143
Passando dil dominio analogico a dominio numerico come nel caso del condensatore:
p+z"
= 14
r (2 1+p 2" (144
con:
1/h-L/R
PL= 1+ L/R (149

Come nel caso precalente, in generale ri(2) € un filtro passatutto; se perd s sceglie R=hL, s hap =0 e di
conseguenzar, (2)=-z*. Nel caso d resistenzadi riferimento “adattata”, quindi, I'indutore non da riflessone
istantanea. Si nati che, se s sceglie amme di consueto h=2/T, larelazone di adattamento dventa: R=2L/T.



33

3.1.4 Generatore di tensione reale

Nel caso d un generatore di tensione idede vy conin serie unresistore Ry non e possbil e dare direttamente il
coefficiente di scatering. Tuttavia, occorre ricordare che I'obiettivo € quello d arrivare al esprimere I'onda
riflessa come funzione dell‘'ondaincidente.

A tale propasito si pudscrivere:

V+:v+Ri_(Vg+Rgi)+Ri

= 14

> > (146
 v-Ri (Vg +Ry)-R

vV = = 14

> > (147)
Scrivendola arrentei in funzione delle onde di tensione, si trovain entrambe le equazoni:
-R

- R Rg * (148

vV = vV, + %
R, +R g R, +R
che dail contributo riflesso in funzione del contributo incidente (e della tensione del generatore). Si osservi
che per vg=0si ritrovail caso del resistore discus sopra.

Ses sceglie R=Ry si trova:

vV = T (149)

indipendentemente dall'onda incidente, che rimane indeterminata. Nel caso d resistenza di riferimento
“adattata”, quindi, il generatore non dariflessoni maintroduce una comporente d'onda the dipende dal solo
valore v,

3.2 Elementi di connessone: adattatori

Dati gli elementi lineai visti, nasce il problema di conretterli tra loro in modo ca @struire una rete. E
intuibile dhe, se durante il proces d connessone si sceglie abitrariamente laresistenzadi riferimento del
comporenti, si cregannoriflessoni istantanee a cgpi di bipdi affacdati, ovvero nasceranno problemi di non
computabilita. In questo paragrafo si studia la posgbilita di conrettere i comporenti visti in modo dc
garantire ove possbilele mndzioni di adattamento per i bipdli, in modo da aeae grafi computabili .

3.2.1 Giunzionea 3porte serie

Nel caso d collegamento in serie tratre bipdi valgonole seguenti ipotesi:
Vi+V, +v; =0 I =i, =g (150

Notala definizione delle comporenti d'ondadi tensione, leipotesi si posonaoriscrivere mme segue:
(vi +vi) +(vs +v5) +(vs +v3) =0 (151

152
Rl R2 R3

Doposemplici passaggi si trova:



34 G.Borin: Metodi per la Sntesi per Modelli Fisici

0-0 0 m*C 15
@;E E_as —03 1_03@/§E
dowe:
2R
a == i=1,2,3 (154

Il sistema scritto esprime, come d solito, le once riflese dla giunzione in funzione delle onde incidenti.
Come s pud ndare, esiste una dipendenzaistantaneadi ciascuna onda riflessa dall a rispettiva incidente; cio
puocausare un problemadi noncomputabilit aseil bipolo cheinsiste su guella porta possede un coefficiente
di scatering che presenta anch'es ura dipendenza istantanea tra ingres e uscita. Le relazoni scritte,
tuttavia, consentono d fare dcune utili osservazoni in questo senso.

In primo luogos nata che ay+ a+ az = 2. Dunque, € possbile esprimere uno i tre wefficienti a in
funzione degli dtri. Siaquind as= 2- a;- a..

In seoondoluogg s osserva e, se eposshile porre 1 - a; = 0, s sopprime la dipendenza istantaneatra
ingres e uscita sullaporta 3. Per larelazone scrittain precadenza lal- az=0implicaa,=1- ;.

Quest'ultima cndzione s riflette in urlanaloga @wndzione sull e resistenze di riferimento; di fatto, con le
ipotesi fatte, s ha Ry = Ri+R,. In sostanza, |a resistenza di riferimento Rs; & “adattata” ala somma (serie)
delle dtre due.

Dopo d cig, il sistemasi puoriscriverein guesto moda

000 m
Yorra-l an a-imer (159

;B B-1 -1 0 M;E

Come si vede, il sistema efunzione del solo coefficiente a; e la porta 3 non éluogoariflessoni istantanee
LeresistenzeR; ed R, si possonoscegliere abitrariamente, ad esempio in modo darispettare le cndzioni di
adattamento dei coefficienti di scatering el bipadli affacdati, mentre la resistenza R; € vincolata d valore
R+ R, in modo chnoncreae dipendenzaistantaneatra uscita el ingres<.

Il smbolo perindicare lagiunzione a3 pate serie aattata eil seguente:

2

| v

: CD ;

N I__

Fig 20. Simbolo della giunzione 3 pate serie adattata sullaporta 3.

3.2.2 Esempio: circuito E-R-L-C.

Siadato unsemplice dreuito E-R-L-C serie, comein figura
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v(t) == c

+

or

Fig 21. circuito E-R-L-C

Usando unadattatore 3 pate serie senzadipendenzaistantaneasull a porta 3, lo schema diventail seguente:

L

(N

C — (D

\2J

®

+

o

Fig 22. circuito E-R-L-C con simbodogia Wave: ciascun bpolo sottintendeil rispettivo
coefficiente di scattering.

S scglie Ri=T/2C, R,=2L/T in modo da avere la mndzione di adattamento sulle porte 1 e 2; come s
ricordera, questo garantisce e i coefficienti di scatering d condensatore e dell'indutore siano
rispettivamente un ritardo e un ritardo con inversione di segno. Nello schema scdto, la condzione di non
riflessone dla porta 3 vincola a avere Re=R;+R,=T/2C+2L/T. In questo caso, applicandole equazoni del
generatore di tensione senza adattamento si ottiene |o schema seguente:

=y
[ 1
O Ry
2LT ~ RRs e
T/2C T/2C+HLIT -
2] @ ®  Rew,

F

Fig 23. Circuito E-R-L-C risolto con il metodoWave.

Si nati che nd caso del circuito E-R-L-C, la ondzione di asenza di riflessone dla porta 3 non era
necessaria, potendo esere sodtituita dalla condzione di adattamento sul generatore rede di tensione. Si é
preferito usare la giunzione @n asenza di riflessone dfinché il lettore aquisti confidenza ®n questo
blocco standard, frequentemente usato in presenzadi comporenti nonlineai.
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3.2.3 Giunzionea 3porteparallelo
Nel caso d collegamentoin parall elo tratre bipdi valgonole seguenti ipotesi:

iy +i,+i3=0 V, =V, = V3 (156)

Notala definizione delle comporenti d'ondadi tensione, leipotesi S posonaoriscrivere mme segue:

+ - + - +
V, —V vV, =V Vo —V
1 1 + 2 2+ 3 3

=0 (157)

(v +vi) =(vs +v3)=(vi +v;) (159

Doposemplici passaggi, analogh al caso serie, si trova:

WUy, -1 a a, Iy L
oto ot 2 *mic
dorro® 9271 05 mior (159

B8 Ba, a, a;-10V;E

dowve

2G, .
=5 GmUR =123 16
TG, +G, +G, R (169

Anche in questo caso € a1+ O+ as=2, e quindi S puo scrivere az;=2- a;-a,. Pertanto, porendo 1 a3=0, si
sopprime la dipendenzaistantaneatra ingreso e uscita sulla porta 3 e s trova la relazone a,=1-a;, da i
anche G;=G;+G,. Anche questa volta, I'ammettenza di riferimento G; & “adattata” dla somma (parallelo)
delle dtre due.

Dopo d cig, il sistemasi pudriscriverein questo moda
00 -1 1-a, 1L
o-0 0 m 16
oo "0 lgyar (162)
;0 Ba, 1-a, OME

Come s vede, il sistema e acora una volta funzione de solo coefficiente a; e valgono tutte le
considerazoni fatte nel caso del 3 pate serie.

Il smbolo perindicare lagiunzione a3 pate parallelo adattata eil seguente:

N I__

Fig 24. Simbado della giunzione 3 pate parall elo adattata sulla porta 3.
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3.3 Non linearita nel metodo W

3.3.1 Resistori non lineari
Unresistore nonlineare édato attraverso uralegge del tipo:

F(v,i)=0 (162

setale legge si pudesplicitare in tensione, scrivendoad esempio v=Vv(i), il comporente édetto “controllato in
corrente”. Seinveces puoscriverei=i(v), il comporente édetto “controllato in tensione”.

Nel dominio donda si pudscrivere:

f( . O vi-v

C
Y ,v‘) = F%/+ +V7, E (163

Le ondzioni che mnsentono d esplicitare la f()in un coefficiente di scatering non lineare: vi=r(v") sono
quelle indicae dal teoremadellafunzione implicita, per cui si ha

vi(i)#-R (resistori controllati in corrente) (164
i'lv)z-1/R (resistori controllati in tensione) (165

Ancora una volta s & in presenza di una trasformazone d'asd, ma questa volta, oltre dlo shea, vi e
rotazone.

3.3.2 Condensatori non lineari: per-integratore intensivo.

Un condensatore nonlineae edato attraverso urellegge del tipo:

F(v,q) =0 q= fidt (166)
Ancora una volta, se si puo scrivere v=v(q), il comporente édetto “controllato in corrente (o carica)”. Se
inveces puoscrivere g=q(v), il comporente edetto “controllato in tensione”.

Per ricondure la funzione vista a un equazone in forma dgebricain (v, V) s introducono die nuove
variabili d'onda wsi definite:

1@( qt - 1@( qt
+ - + — = — - 16
Tt et T et (169
con C “capadtadi riferimento” arbitraria. Si vede subito che:

v=u"+u" q=C(u* -u") (168

Si tentaoradi determinare un elemento d connessone adue porte che mnsentadi passare dall e variabili (v,
v) dle(u’, u); I'uso d queste ultime, infatti, trasformalanonlineaitain urarelazone dgebrica

vt ut

\'a u

Fig 25.Schema dell'elemento d connessonetra V', V) e (u*, u): per-integratore intensivo.
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L'integratore soddsfa asinistra dl e note:

v=v"+v~ i= 16
R (169
mentre adestravalgonole
v=u"+u" q=C(u" -u") (170

Tenendoconto che dg/dt =i, s scrive:

E\ﬁ +v =ut +u”
DRCEqu+ du" . (171
Mgt "ae Y 7V

cioe nel dominio dellatrasformata di Laplace

B/ +vV =U*+U"

(172
-V~ =sRCU ' -sRCU "~
da aui s ricavaimmediatamente:
_ 1-sRC. , 2sRC _
VY =1rere’ tlrsrC
0 + 9 +9 (173

%J + 2 . 1-sRC
= VAR
1+sRC 1+sRC

Come si vede, I'equazone scritta rappresenta una generalizzazone della giunzione di Kelly-Lochbaum. Se
infatti s definisce

H(s) = (174

larelazone vista diventa:

EV‘ =H(sV*" +(1-H(s))u "~

179
U =1+HENT -H(EU"
Discretizzendoil filtro H(s) conlatrasformazone bili neae s ottiene:
-1
i p+z T-2RC
H(z)=H -7t = conps———— 17
@ (S)|$=$i+z-1 1+ pz_1 P T+ 2RC (178
es perviene dlaformadiscretizzaadella(175) . Al solito, ponendo C=T/2R si haH(2)=z" e quindi:
H=zV*+(1-z7Yu-
O 177

=0 :(1+ IVt -ZzU"
che rappresenta la versione adatata o refledion-free del per-integratore intensivo. In tale schema non v é
dipendenzaistantaneatrai segnali in ingres e in uscitadi ciascuna porta.

Il per-integratore intensivo adattato pudessere impiegato conguntamente dla funzione di riflessone esposta
sopra per redizzae un condensatore nonlineae:
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v+ ut
R | |C=T/2R | u=r(u*)
% ' u

Fig 26. Condensatore nonlineae @n per-integratore intensivo adattato. Si nati che
|'adattamento non comportal'assenzadi percorsi privi di elementi di ritardotral'ingreso e
|'uscitadel comporente mwmpleto.

La presenza di una nressone priva di ritardi tra ingres ed uscita del comporente impongono
|'adattamento della porta a @i es € mllegato.

3.3.3 Induttori non lineari: trans-integratore intensivo

Dualmente d caso del condensatore, unindutore nonlineae édato attraverso urelegge del tipo:

F(¢,i)=0 ¢ = [t (179
Ancoraunavolta, se s puoscrivere ¢= ¢(i), il comporente edetto “controllato in corrente”. Seinveces puo
scriverei=i(¢), il comporente édetto “controllato in tensione”.

Per ricondure la funzione vista al un equazone dgebricain (v', V) s introducono die nuove variabili
d'onda @si definite:

¢+ Li _ ¢-Li
+ - = 17
=" p =" (179
conlL "indutanzadi riferimento” arbitraria. Si vede subito che:
p=¢"+9 = (180

Si tentaoradi determinare un elemento d connessone adue porte che mnsentadi passare dall e variabili (v,
v)adle(¢”, ¢); comeprime, I'uso d queste ultime trasformalanonlineaitain urarelazone dgebrica.

V+ f ¢ +
—t
%

v ) ¢ -

Fig 27.Schema dell'elemento d connessonetra (v', V) e (¢ *, ¢): trans-integratore estensivo.

L'integratore soddsfa asinistra dl e note:

VARERY
i = (181)
mentre adestravalgonole
b= b b Pl (182
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Tenendoconto che d¢ /dt = v, s scrive:

++V_:% +%_
dt = dt (183

Lo —7)=v v

I:Jlgl:J

cioe nel dominio dellatrasformata di Laplace
EV* +V7 =s®* +sd”

(189
5/+ -V :Eq3+ —BCD_
L L

da aii s ricavaimmediatamente:
o _ . R _
IV =-H(sV" + f(l_ H (5))CD 1-sL/R

con H(s) E—1+ /R

O R (185
$0* = (1+H(NV " + T H (9"

Come s vede, I'equazone scritta rappresenta una generalizzazone della giunzione di Kelly-Lochbaum con
I'aggiuntadi due moltiplicatori agli i ngress.

Discretizzendoil filtro H(s) con latrasformazone bili neae s ottiene:
p+zt T-2L/R
conps———
T+2L/R

(186

OO =

e s perviene dlaformadiscretizzata del trans-integratore intensivo. Al solito, porendoL=RT/2 s haH(2)=z"
equindi:

oy Rl o
R

=—(1-z\V'+ 7o
—(1- 27V

(187)

+

I:IE DI%I:I

che rappresenta la versione adattata o refledion-freedel trans-integratore intensivo. In tale schemanon v é
dipendenzaistantaneatrai segndi in ingreso e in uscitadi ciascuna porta.

Come nel caso del condensatore non lineare, il trans-integratore intensivo adattato puod esere impiegato
conguntamente dlafunzione di riflesdone esposta sopra per redizzare uninduttore nonlineae:

V+ | ¢+

,
R | 1= [L=RT/2 |¢=r(p*)
V_ 1 ¢_

Fig 28. Indutore nonlineae mn trans-integratore intensivo adattato. Si nati I'analogia cmpleta
conil caso del condensatore.

Come nel caso del condensatore, la presenza di una connessone priva di ritardi tra ingreso ed uscita del
comporente impongond'adattamento della porta a @i es € mllegato.
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AppendiceA:

Sia datalaforma piu generale di collegamento per un sistema non lineae retroazonato su ure non lineaita
istantanea

Ov =F,(w,u,y)

LL -

X=G,(w,u,y) (189
(L =/~

¥ =F(%)

Dove siaF,, che G, sonofunzioni generalmente nonlineai.

y

et}

(0 (Fw, G

X1

Fig. 29. Collegamento retroazonato tra sistema dinamico generico e funzione istantanea

Siaora y(n) = ﬁ(GX(W,u,y)) = <D(W,u,y) lafunzione ottenuta per compaosizione di Gy e F.Siainotre:

x" :[WT,uT,VT]:DW+Eu+ﬁ7 (189
con:
I
D= E=|l F= (190)
I
Il sistemasi mutain:
w=F,(x)
0 ~
X =Dw+Eu+Fy (191
% = d(x)
Siainfinev=F,(X) e
Or =F,(x) () L6
=v=f(x
o) =Y (192

dove
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yT :[VT'yT] £7 :[FWT,cDT] (193
Si ha
Uy = Cy
E}(:DW+EU+Fy (199
P =1(x)
con:

c=|i d F=l0 F (195

che elaformadel sistema (16) di paginall, con A=0 e B=0.

Si osservi che, benché in apparenzalaforma scritta sia pit semplicedi quella studiata fino ad ora, essa soffre
del grave difetto d avere una funzione non lineae istantanea ®n codaminio d dimensione superiore a
quello d (16); pertanto, la parte lineae risulta “piu semplice” ascapito della parte non lineae de risulta
“pit complessa” (siamo infatti nel caso MIMO). Per questo motivo si preferisce usualmente porre il sistema
nellaforma (16).
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