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4.1 Analisi di Fourier

L’analisispettralecostituisceunodeipiù potentistrumentidi indaginein molti campidell’ingegneria.
Il fattodi poterrappresentaresegnali complessicomesommadi funzioni semplici,tipicamentesinu-
soidi o esponenzialicomplessi,permettedi evidenziarecaratteristichedel segnalealtrimentidifficili,
senon impossibili, da rilevare. Ad esempio,parametriacusticiquali pitch (altezza)e timbro sono
generalmenteottenutimediantealgoritmi operantinel dominiodella frequenza.La decomposizione
in funzioni sempliciè di grandeaiutoanchequandosi deve modificareil segnale.Poteragireseletti-
vamentesuognisingolacomponentepermettedi effettuaremanipolazionidi caratteristichedelsuono,
quali il timbro, impraticabili con semplici interventi sulla formad’onda. Una trattazioneteoricari-
gorosadell’analisi spettraleè al di là degli scopidi questiappunti. In questasedeci concentreremo
più sull’interpretazione e l’uso delpiù comunestrumentodi indaginespettrale:la ShortTimeFourier
Transform(STFT), definitacometrasformatadi Fourier dipendentedal tempo. La STFT è spesso
sinonimodi analisi tempo-frequenza, locuzioneconcui intendiamounostudiocongiuntodellecarat-
teristichetemporalie spettralidel suono,cioè dell’evoluzionetemporaledei parametrispettralidel
segnale. Perarrivare a comprendereil significatodella STFT verrannorichiamati alcuni elementi
teorici della trasformatadi Fourier. A partiredalla seriedi Fourier, definita per segnali analogici,
periodici e di lunghezzainfinita, verrannointrodottecomeestensionil’integralee la trasformatadi
Fourier. Rimuovendoquindi l’ipotesi di segnaleanalogicosarannodefinitela trasformatapersegnali
a tempodiscretoe la trasformatadiscreta(cioèa tempie frequenzediscrete).Sullabasedelleosser-
vazioni fattesullatrasformatadi Fourierverrannoinfine discussele principali problematicherelative
all’impiego dellaShortTimeFourierTransform.

4.1.1 Segnaleperiodico, a tempo continuo, di estensioneinfinita - seriedi Fourier

Siax � t � un segnalea tempocontinuo,periodicodi periodoT edi estensioneinfinita:

x � t ��� x � t � mT � � m �	��
 t �
� (4.1)
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si dimostraallora chex � t � può essererappresentatoda unasommapesata(e in generaleinfinita) di
cosinusoidile cui frequenzesonomultiple interedi 1/T. Si hacioè’:

x � t ��� � ∞

∑
k � 0

Ckcos� ω0kt � φk � ω0 � 2π
T

(4.2)

in cui il termineφk tienecontodella"posizione"dellak � esimacosinusoide.Unaformaalternativa,
più comodaper introdurrela trasformatadi Fourierè la formacomplessadellaseriedi Fourier, che
si ottienedalla(4.2) riscrivendoil cosenocomesommadi esponenzialicomplessie riorganizzandoi
limiti dellasommatoria:

x � t ��� � ∞

∑
k ��� ∞

Fke� jω0kt � ω0 � 2π
T

(4.3)

in cui gli Fk sonolegati ai Ck attraversola relazione:

Fk � C � k �
2

ejsgn� k � φ � k � n �
� (4.4)

quindii coefficienti Fk contengonosial’informazionedi fasechequelladi modulorelativeallak-esima
parziale: �

Fk

� � Ck � 2 
�� Fk � φk � (4.5)

la determinazionedi Fk si ottieneosservandochedatochetutti gli esponenzialipresentiin (4.3)sono
combinazionidi seniecosenidi periodoT, il loro integralesul periodoènullo; si hain particolare:� T

0
ejω0nte� jω0mtdt � � T

0
ejω0 � n � m� tdt ��� 0 n  � m

T n � m
(4.6)

Seaejω0nt sostituiamox � t � , il valoredell’integralediventaFmT, paricioèal coefficientedell’unico
esponenzialedi x a pulsazioneω0m. È quindi diretta la derivazionedella seguenteformula per il
calcolodei coefficienti dellaserie:

Fk � 1
T

� T

0
x � t � e� jω0ktdt (4.7)

sostituendoinfine la (4.7)nella(4.3)si ottienel’identità:

x � t ��� � ∞

∑
k ��� ∞

1
T ! � T

0
x � t � e� jω0ktdt " e� jω0kt � (4.8)

4.1.2 Segnaleaperiodico,a tempo continuo, di estensioneinfinita. Integrale e trasfor-
mata di Fourier

Nel casoil segnalenon sia perfettamenteperiodiconon è possibiledarneunarappresentazionepe-
riodica, ottenutacomesommadi cosenia frequenzemultiple della fondamentale.Tuttavia si può
pensaredi estenderel’intervallo consideratocome periodo fino a comprenderel’intero asserea-
le. In questaoperazionedi limite la frequenzafondamentaletendea zeroe cosìanchela distanza
fra le armoniche. In praticala sommanella (4.8) diventaun integrale con la sostituzioneformale
1� T # d f 
 ω � 2π f 
 dω � 2π f e i limiti di integrazionedella(4.7)diventano�$� ∞ 
%� ∞ � :

x � t ��� 1
2π

� � ∞� ∞ ! � � ∞� ∞
x � t � e� jωtdt " e� jωt � dω (4.9)
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La (4.9)prendeil nomedi integrale di Fourier . Il termineentroparentesiquadresvolgeil ruolo
dei coefficienti complessidella seriedi Fourier, e può quindi essereinterpretatocomel’ampiezza
complessa,contenentecioè l’informazionedi moduloe fase,alla frequenzaω. La funzionedi ω che
nerisultaè la trasformata di Fourier :

F � ω ��� � � ∞� ∞
x � t � e� jωtdt (4.10)

La (4.9)ci fornisceanchela formuladi inversione(trasformatainversadi Fourier):

x � t ��� 1
2π

� � ∞� ∞
F � ω � ejωtdω (4.11)

4.1.3 Segnaleaperiodico, a tempo discreto, di estensioneinfinita. Trasformata di
Fourier a tempo discreto (DTFT)

Il calcolonumericodellatrasformatadi Fourierrichiedeil campionamentodel segnaledaanalizzare.
Questadiscretizzazionedei tempi implica la sostituzionedel simbolodi integralenella(4.10)conun
simbolodi sommatoria:

F � ω ��� TC

� ∞

∑
n ��� ∞

x � nTC � e� jωnTC (4.12)

oppure,ridefinendoωr � ωTC (equindipassandodarad/sa rad)ex � n��� x � nTC � :
F � ωr ��� TC

� ∞

∑
n ��� ∞

x � n� e� jωr n (4.13)

è facile osservarecheF � ωr �&� F � ωr � 2π � comeeranaturaleattendersidatocheil campionamento
in un dominiocorrispondealla periodicizzazionenel dominioduale.La trasformataa tempidiscreti
puòquindi esseredefinitapervalori di ωr � ! 0 
 2π � . Ammessochesianorispettatele condizionidel
teoremadelcampionamento(senonlo sonosi puòpre-processareil segnaleconunfiltro antialiasing),
il segnalepuò essererecuperatodalla suatrasformataapplicandola (4.11)con la sostituzionedella
variabiledi integrazioneω # ωr � dω � dωr � Tc �

x � n��� 1
2π

� π� π
F � ωr � ejωr ndω (4.14)

4.1.4 Segnaleaperiodico, a tempo e fr equenzediscreti. Trasformata discreta di Fou-
rier (DFT)

Comeèfacilerendersiconto,il calcolonumericodellatrasformatainversa(4.14)richiedeche,oltreai
tempi,anchele frequenzesianodiscretizzate.Questopassaggiosi puòottenerecampionandounifor-
mementel’assefrequenziale,esostituendoquindi ωr # 2π � N (conk � ! � N � 2 � 1 
 N � 2" perN pari e
k � ! �'� N � 1� � 2 
�� N � 1� � 2" perN dispari).Il simbolodi integralenella(4.14)vienesostituitodauna
sommatoriaedωr # ∆ωr � 2π � N. Si haquindi:

F � k ��� T

� ∞

∑
n ��� ∞

x � n� e� j2π kn
N (4.15)
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x � n�(� 1
N

N ) 2 � 1

∑
k ��� N ) 2 � 1

F � k � e� j2π kn
N N pari (4.16)

x � n�(� 1
N

� N � 1 �*) 2
∑

k ��� � N � 1 �*) 2F � k � e� j2π kn
N N dispari (4.17)

Il campionamentonel dominiodella frequenzainducesul segnalex � n� unaperiodicizzazionedi pe-
riodo N. Perevitare aliasingnel tempo, cioè per ricostruirein modoesattoil segnale,x � n� dovrà
quindi avereun’estensioneinferior e o ugualea N, nelqualcasola sommanella(4.16)saràlimitata
a n � ! � N � 2 � 1 
 N � 2" e quellain (4.17)a n � ! �'� N � 1� � 2 
�� N � 1� � 2" per N dispari. I noti algo-
ritmi di FastFourierTransform(FFT) non sonoaltro cheimplementazioniveloci dellaDFT, con la
limitazionechela lunghezzadel segnaledeve esserelimitataepari a unapotenzadi due.

4.2 Short Time Fourier Transform (STFT)

Nel casosi voglia usarela DTFT peranalizzarele proprietàtempovariantidi unsegnaleènecessario
selezionaretratti di segnalesufficientementecorti dapoteressereassuntistazionari.Unasequenzadi
questispettriabreve terminecostituiscela Short Time Fourier Transform.

4.2.1 Definizioni

Siax un segnalea tempodiscreto;definiamocomeShortTimeFourierTransformdi x:

Xn � ejω �+� ∞

∑
m��� ∞

w � n � m� x � m� e� jωm (4.18)

in cui w � n � m� èunasequenzarealedi estensionefinita, dettafinestra di analisi, chehala funzione
di limitare, troncandolain modopiù o menobrusco,la porzionedi segnalesottoanalisi. È evidente
chela STFTdi unsegnaleèunafunzionedi duevariabili: la pulsazioneω (normalizzataa ! 0 
 2π � ), e il
campionen acui essaèvalutata.La (4.18)puòessereinterpretatacomeunatrasformatache"scorre"
sul segnale(in effetti è la finestrachescorresul segnale). Una formaalternativa della (4.18)si può
ottenereconil cambiodi indicenellasomman � m # m:

Xn � ejω ��� e� jωn
∞

∑
m��� ∞

w � n� x � n � m� ejωm (4.19)

In questocasoè il segnalechescorresottola finestracentrataintornoall’origine.

4.2.2 Inter pretazionedella STFT comeTrasformata di Fourier ecomebancodi filtri

Considerandon fissato,la (4.18) si può vederecomela trasformataa tempodiscretodi x intorno
all’istanten, suun’estensionelimitatadallalunghezzadellafinestradi analisi.Applicandola formula
di trasformatainversaalla (4.18)si puòricostruirex � n� apartiredallasuaSTFT:

w � n � m� x � n��� 1
2π

� π� π
Xn � ejω � ejωmdω dacui, sew � 0�, � 0 (4.20)

x � n��� 1
2πw � 0� � π� π

Xn � ejω � ejωmdω (4.21)
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Dal puntodi vistadellapulsazione,fissatoil valoredi ω, Xn � ejω � si puòinterpretarecomel’uscita di
un filtro conrispostaw �%- � al cui ingressovieneimmessox � n� demodulatodall’esponenzialee� jω. In
altreparolela porzionedi spettrointornoallapulsazionew vieneriportataintornoall’origine equindi
’vista’ attraversoil filtro w � n� ,chehain genereunarispostadi tipo passabasso(figura4.1).

w(n).x(n)/
exp(-jwn)0

Xn(exp(jwn))
1

Figura4.1: InterpretazionedellaSTFTcomebancodi filtri

4.2.3 Influenza della finestra di analisi - principio di indeterminazione

Gli effetti del troncamentoindotto dalla finestradi analisipossonoessereevidenziati notandoche,
per il teoremadella convoluzione,la trasformatadi Fourier di un prodottoè la convoluzionedelle
trasformate.La STFTcalcolataall’istanten è la convoluzionedella trasformataWn � ω � dellafinestra
w � n � m� edellatrasformatadel segnaleX � ω � :

Xn � ω ��� Wn 2 X � ω � (4.22)

in cui, dettaW � ω � la trasformatadi w � n� e applicandole proprietàsulla traslazionee sull’inversione
dell’assedei tempi,si haWn � ω ��� W �$� ω � e� jωn. Datochew �%- � è reale

�
W � ω � � è pari e quindi anche�

Wn � ω � � � �W � ω � � . Ognisinusoide(o esponenzialecomplesso)componentex dovrebbeessererappre-
sentato,in assenzadellafinestra,daun impulsoideale;l’effettodellafinestraèdi sostituireadognuno
di questiimpulsi la suatrasformatacentrataalla frequenzadell’impulsostesso(figura4.2). La scelta
della lunghezzadellafinestraw va effettuatain basealle esigenzedi risoluzionetempo-frequenziale.
Prendiamocomeesempiolafinestrarettangolare(i ragionamenticheseguonosi applicanougualmente
atuttele finestrerealieparichesi usanonormalmentenell’analisispettrale).La trasformatadi Fourier
dellafinestrarettangolareè la funzionesinc�%- � , la cui estensionein frequenzacresceal diminuiredella
estensionetemporaledella finestra. Supponiamodi analizzareun segnaleformatoda duesinusoidi
a frequenzadiversa;sevogliamounabuonarisoluzionetemporale,l’intervallo di analisideve essere
il più corto possibile,in modochei parametridel segnalesi possanoritenereapprossimativamente
stazionari.La DTFT delsegnaleèdatadallaconvoluzionedelletrasformatedi x edellafinestra.Dato
che il segnaleha cometrasformataunacoppiadi impulsi ideali e la finestracorrispondea unafdt
approssimativamentepassabassoin frequenza,la trasformataglobaleconsisteessenzialmentedi due
lobi centratisullefrequenzedei seni.La larghezzadi bandadi questilobi aumentaal diminuiredella
estensionetemporaledellafinestra;sequest’ultimaè troppopiccolai lobi sonocosìsovrappostiche
nonè più possibiledistinguerele duecomponenti.In altreparole,unamaggiorerisoluzionetempo-
rale (piccolaestensionedellafinestra)si pagaconunapeggiorerisoluzionefrequenziale(lobi larghi
chesi sovrappongono).Questoesempiopuòesseregeneralizzatonelladefinizionedi un principio di
indeterminazionesecondocui nonè possibilestimare conprecisionearbitraria e simultaneamentei
parametri temporali e frequenzialidi un segnale.
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Figura4.2: Effettodellafinestrasullatrasformatadi Fourier: a) segnalesinusoidalenontroncatoeb)
modulodellasuatrasformata;c) segnaledopol’applicazionedi unafinestraed) suatrasformata

4.2.4 Sceltadel tipo di finestra da utilizzar e

La finestrapiù semplicechesi puòpensaredi utilizzareè quellarettangolare;in questocasola por-
zionedi segnaledaanalizzarevienesemplicementeestrattamediantetroncamento.Ci si puòchiedere
senonsiameglio in alcunicasipesarein mododiversol’inizio e la finedel framedi analisi.In effetti
la finestrarettangolareè discontinuaai bordi e questo,comeè noto, implica un decadimentodelle
codelateralidellatrasformatapiuttostolento.La conseguenzaèchel’influenzadellatrasformatadel-
la finestrasi senteanchea considerevole distanzasullo spettro.Seconsideriamoinveceunafinestra
cheva a zeroin modo’dolce’ agli estremi,le codelaterali rimangonobasse,producendounospettro
più ’pulito’. Naturalmentequestomiglioramentonon è gratuito; il prezzoda pagareè in termini di
larghezzadel lobo principale. In generaleunafinestrachepermetteunabuonarisoluzionefrequen-
ziale(lobo principalestretto)hale codelateralialte,e viceversa.Un esempiodi finestrecondiverso
compromessofra larghezzadel loboprincipaleealtezzadellecodelateralièmostratoin figura4.3.

4.2.5 Frequenzedi campionamentodella STFT nel tempoe in fr equenza

Serisultaovvio cheil segnaledebbaesserecampionatoconunafrequenzacherispetti le condizioni
delteoremadelcampionamento,menobanaleèla definizionedellafrequenzadi campionamentodella
SFTF, cioèdell’intervallo chedeve intercorrerefra unaDTFT e la successiva (hopsize) affinchénon
ci siaperditadi informazione,in modocioècheil segnaledi ingressopossaesserericostruitoesatta-
mentedallasuaSTFT. Conriferimentoall’interpretazionecomebancodi filtri (figura4.1),possiamo
osservarechela bandapassantedellaSTFT(perqualunquepulsazioneω considerata)è pari a quella
della trasformatadellafinestradi analisi,chedefiniremoB; saràquindi sufficienteporrela frequen-
zadi campionamentoFw dellaSTFTa un valorepari o maggiorea duevolte la bandadellafinestra:
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Figura4.3: Confrontofra finestredi analisicon diversocompromessolarghezzadel lobo principa-
le/altezzadellecodelaterali. A)finestrarettangolaree B) modulodellatrasformatain dB. C) finestra
di BlackmaneD) modulodellatrasformatain dB.

Fw 3 2B 1. Si dimostrachela finestraconbandaminima,equindicherichiedela minimafrequenzadi
campionamento,èquellarettangolare.Finoraabbiamoconsideratola STFTcomesequenzadi spettri
continui in frequenza;questaipotesinon può essererispettatanella realtàdegli elaboratoriin cui i
calcoli devono essereeffettuati su insiemi finiti (seppuremolto vasti) di elementi. Dovendoquindi
campionarel’assefrequenziale,sostituiamoallaDTFT la DFT. Il problemacherimaneècapirequale
frequenzadi campionamentodelle frequenzedebbaessereadottata.Ancoraunavolta, applicandoil
teoremadel campionamento,maquestavoltascambiandoi ruoli deidomini temporalee frequenziale
si può affermarecheè necessarioadottarealmenoN 3 L campionidell’assefrequenziale,seL è la
lunghezzatemporaledellafinestradi analisi. In definitiva, setutte le condizionisul campionamento
sonosoddisfatte,la STFTpuòessereespressa,in terminidi DFT:

Xn � ejω ��� ∞

∑
m��� ∞

w � n � m� x � m� e� jωkm (4.23)

checonωk � 2π k
N diventa:

Xn � k ��� ∞

∑
m��� ∞

w � n � m� x � m� e� j2π km
N (4.24)

Esempio: finestra di Hamming

Supponiamodi adottareunafrequenzadi campionamentodel segnalepari a Fc � 44100Hz,e usare
comefinestradi analisila finestradi Hamminga1024punti (L=1024):

w � n��� � 0 � 54 � 0 � 46cos� 2πn
L � 0 4 n 4 L � 1

0 altrove
(4.25)

1Le finestreche si usanonormalmenteper la STFT hannoestensionelimitata nel tempo e quindi non limitata in
frequenza. Ne consegue che qualunquesia la determinazionedi B, l’ipotesi del teoremadel campionamentoè solo
approssimata.
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Si puòvederechela bandaB dellafinestradi Hammingrispettaapprossimativamentela seguente
relazione:

B 5� 2
Fc

L
(4.26)

E dovrà quindiessereFw 6 � 2B 5� 4Fc � L � 4 2 44100� 1024 5� 173Hz
La STFTdovràesserecampionataneltempoacirca173Hz cioèogniFc � 173 � 44100� 173 � 254

campionidelsegnale.ParrebbeaquestopuntocorrettosupporreunusodellaSTFTpercomprimereil
segnale(Fw 787 Fc). D’altra parteper le considerazionisulla frequenzadi campionamentodell’asse
frequenzialesi hacheogni DFT deve essererappresentatadaalmenoL campioni.Ne consegueuna
frequenzadi campionamentototale(quantitàdi campionial secondo)

SR � Fw - L 5� 2BL (4.27)

Nel casodellafinestradi HammingSR � 2BL � 4Fc � L 2 L � 4Fc ! In generaleSR 3 Fc, e il segnodi
uguaglianzavalesolonel casodi finestrarettangolare.

4.2.6 Esempidi rappresentazionedella STFT

La seriedelleDFT checostituisconola STFTpuòesserevisualizzatain mododafornireun’immagine
complessiva dell’evoluzionetemporaledello spettrodel segnale.Un importanteesempioè costituito
dalsonogramma(o spettrogramma), nelqualele DFT vengonoaccostatel’una all’altra in modoche
l’asseorizzontalerappresentiil tempoe l’asseverticalele frequenze.Ad ognipuntodel graficoviene
assegnataunasfumaturadi colorelegataall’ampiezzadellospettro.In figura4 èriportatounesempio
di sonogrammadi un branocantato.Risultanoevidenti le righe corrispondentialle armonichedelle
vocalie la localizzazionedei formanti.Si notainoltre la distribuzionespettraledelleconsonantisorde
’s’ e ’z’ (conandamentodi tipo passaalto) cherisultanoprive di strutturaarmonica.

f [Hz]

tempo

Q u e s   t  a    s   t a  n  z   a

Figura4.4: Sonogrammadelleparole"...questastanza..."(cantate).

4.2.7 Sintesi

Postochela fasedi analisisiacondottacon le condizionidi ricostruibilitàdel segnale,la sintesidel
segnaleapartiredallasuaSTFTpuòavvenirein duemodi: filter bank summation (FBS) e overlap
and add (OLA) .
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Figura4.5: Visualizzazionespettrograficadi tipo waterfall

Filter bank summation (FBS)

Nel primo casosi consideral’interpretazionedellaSTFTa bancodi filtri; ricordandochealla pulsa-
zioneωk

Xn � ejωk ��� e� jωkn
∞

∑
m��� ∞

wk � m� x � n � m� e� jωkm (4.28)

definendohk � n��� wk � n� e� jωkm la (4.28)puòessereespressacome:

Xn � ejωk ��� e� jωkn
∞

∑
m��� ∞

hk � m� x � n � m� (4.29)

hk � n� rappresentala rispostaall’impulso di un filtro passabandala cui fdt risultaquelladellafinestra
centratasullapulsazioneωk:

Hk � ejω ��� Wk � ej � ω � ωk � � (4.30)

Essaè infatti la rispostadellafinestratraslatain frequenza(modulazioneindottadell’esponenziale).
Definiamoadesso

yk � n��� ∞

∑
m��� ∞

x � n � m� hk � m� (4.31)

l’uscita del filtro passabandak-esimo;yk � n� puòesserericavatadallaSTFTtramitela (4.29),molti-
plicandoprimo esecondomembroperejωkn (cioèmodulando).L’ideaèdi ricavarex sommandotutti
i contributi yk. PostougualeaN � 3 L � il numerodi filtri definiamo

yk � n��� ∞

∑
m��� ∞

yk � n� (4.32)

la f.d.t. chelegay � n� ax � n� risultaesserela sommadellef.d.t. di tutti i filtri:

H̃ � ejω �+� N � 1

∑
k � 0

Hk � ejω �+� N � 1

∑
k � 0

W � ej � ω � ωk �9� (4.33)
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si puòdimostrarechenell’ipotesidi correttocampionamentodell’assefrequenziale

Nw � 0�+� costante (4.34)

equindi
x � n��� y � n� � !Nw � 0�:" (4.35)

È danotarechela formuladi sintesinondipendedallaformadellaparticolarefinestraimpiegata.
Riassumendo,il metododi sintesiconbancodi filtri si puòesprimeretramitele seguentirelazioni:

y � n�(� N � 1

∑
k � 0

Xn � ejωk � ejωkn (4.36)

x � n�(� y � n� � !Nw � 0�:" (4.37)

Overlap and add

Il puntodi vista dualesulla sintesisi ha adottandol’interpretazionedella STFT comesuccessione
di normaliDFT. In questocasola formuladi inversioneci dicechei campionidel segnaleall’inter-
no della finestradi analisipossonoessererecuperatitramite,appunto,unatrasformatainversa,che
produce

yn � m��� w � n � m� x � m� (4.38)

e quindi dividendoper la finestraw � n � m� . da ogni singolaDFT è possibileestrarreL valori di x,
esauriti i quali n può essereincrementatodi L e il procedimentoviene iterato. In questomodosi
avrebbeunhopsizepariaL; dalleconsiderazionisullagiustamisuradell’hopsizeèchiarochequesto
in modola STFTè sottocampionatae quindi piuttostosensibilea problemidi aliasing.Anchesein
linea di principio è possibileestrarrei valori di x da unasingolaDFT, unapiccolavariazionedello
spettrosarebbein questocasounapotenzialefonte di distorsionedella ricostruzione.Dato che in
generalela hopsize, cheda ora in poi chiameremoR, è generalmenteinferiorealla lunghezzadella
finestra,i segmentianalizzatisarannosovrappostil’uno all’altro. SiaYr � ejωk � la STFTdi x calcolata
ogniR campioni:Yr � ejωk �+� XrR � ejωk � .

L’equazionedi sintesirisultaessere:

y � n��� ∞

∑
r ��� ∞ ! 1N N � 1

∑
k � 0

Yr � ejωk � ejωkn ";� ∞

∑
r ��� ∞

x � n� w � rR � n��� x � n� ∞

∑
r � ∞

w � rR � n� (4.39)

SeR è sufficientementepiccolodaevitare time aliasing,la sommatorianell’equazioneprecedenteè
circacostanteal variaredi n, e in particolarecircaugualeaW � ej0 � � R 2.

Valequindi la relazione:

x � n��� y � n�
W � ej0 � � R (4.40)

In generalenonènecessariosommareinfiniti termininellasommatoriadell’ultimo membrodella
(34). Infatti, datochel’estensionedella finestraè L, basteràsommareL � R campionidella finestra.
Perla finestradi Hamming,adesempio,servono4 termini.

2Perdimostrareche∑∞
r < ∞ w = rR > n?A@B W = 0?DC R, bastaosservareche:E w = rR > n? è unaversionesottocampionatadi w = n? di un fattoreR.E SeRè abbastanzapiccolodarispettarela condizionedi campionamentodellaSTFTnonc’è aliasingin frequenza.E La sommadei campioninel tempononèaltrochela componentecontinuaW = 0? moltiplicataperla lunghezzadella

finestraR, cioèR∑∞
r < ∞ w = rR > n?A@B W = 0?
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4.2.8 Osservazioni sull’uso pratico della Short Time Fourier Transform

Adattamento della lunghezzadella FFT: zero padding

Uno dei problemichesi incontraspessousandola STFT è quello di svincolarela lunghezzadella
finestradi analisidal numerodi punti sul qualevienecalcolatala FFT. L’algoritmo di FFT realizza
infatti unamappadi N numeri in N numerie questo,volendomantenerecostantela granularitàin
frequenza(2π - f req� di campionamento� N), ci obbligaa usaresemprela stessalunghezza(N) per la
finestratemporale.In certi casipuò tuttavia esserecomodopoterregolarela quantitàdi segnaleda
trasformarein baseadaltreconsiderazioni.Ad esempio,quandosi haa chefareconsegnali (quasi)
armonici,un buon compromessofra l’ipotesi stazionarietàdel segnalee la risoluzionein frequenza
è quellodi usareper l’analisi tre o quattro(pseudo)periodi; la lunghezzadellafinestrarisultaquin-
di funzionedi unaproprietàtempovariantedel segnale,il periodo. Perriuscirea mantenerequesto
compromessoe nonesserecostrettia cambiareil numerodi punti dellaFFT si puòapplicareil pro-
cedimentodi zero padding. Dapprimasi moltiplica il segnaleper la finestrapresceltadi lunghezza
(tempovariante)M, quindi si aggiungonoun ugualnumerodi zeri a sinistrae a destrain mododa
formareun framedi lunghezzaN, prontoperesseretrasformatomedianteFFT. Nonèdifficile vedere
chequestoprocedimentoha comeunico effetto quello di interpolareda M a N punti lo spettrodel
segnale.Infatti, seindichiamoconxM � n� la porzionedi segnaleselezionatadallafinestradi lunghezza
M econxN � n� la suaversioneestesadallo zeropadding:

xM � n��� w � n� x � n� n � ! �'� M � 1� � 2 
�� M � 1� � 2"
xN � n���GFH I 0 �'� N � 1� � 2 4 n 4J�'� M � 1� � 2

w � n� x � n�K�'� M � 1� � 2 4 n 4J�'� M � 1� � 2
0 � M � 1� � 2 4 n 4L� N � 1� � 2 (4.41)

la trasformatadi xM � n� , XM � k � èugualeaquelladi xN � n� , XN � k � :
XN � k �(� � N � 1 �*) 2

∑
m��� � N � 1 �*) 2xN � m� e� j2π km

N (4.42)

� � M � 1 �*) 2
∑

m��� � M � 1 �*) 2xM � m� e� j2π km
N k � ! �'� N � 1�

2

 � N � 1�

2
" (4.43)

L’assedelle frequenzarimanecomunquecampionatosu N punti. È importantenotareche il
procedimentodi zeropaddingproduceun interpolazionedell’assedelle frequenzema non migliora
in alcunmodola capacitàdi discriminaresinusoidiconfrequenzevicine,chedipendeesclusivamente
dallalarghezzadel loboprincipaleequindidal tipo edallalunghezzaM dellafinestradi analisiw � n� .
Un esempiodi trasformatasenzaeconzeropaddingèpresentatoin figura4.6.

Corretta valutazionedella fase: finestre a fasenulla

In molteapplicazionidellaSTFTinteressaconosceresolola distribuzionespettraledell’energia di un
suono,e quindi principalmentelo spettrodi ampiezza.Esistonoperòsituazioni,comead esempio
nel casodel phasevocoder, in cui è necessariostimareconprecisioneanchela fasedellecomponenti
spettrali.Vedremoin questoparagrafocomequestoproblemanonsiabanalequandola stimadebba
essereottenutatramite una STFT i cui framessianoricavati medianteFFT su un numeropari di
punti (che sfortunatamenteè il casopiù comune). Un genericoframe di STFT è una DFT su N
punti. La questionedella stimadella fasepuò quindi esserericondotta,senzaperditadi generalità,
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Figura4.6: Illustrazionedel procedimentodi zeropadding.A) sinusoidemoltiplicataper la finestra
di Blackmana32 punti. B) FFTdel segnalein A). C) framedi 512puntiottenutoaggiungendozeri a
sinistraea destradel segnalein A). D) trasformatadel segnalein C)

alla valutazionedella fasedi unaporzionedel segnalex � m� intorno all’origine, ’visto’ attraversola
finestradi analisiw � m� . La DFT di x risultaessere

X � k �M� N ) 2
∑

m��� N ) 2 � 1

w � m� x � m� e� j2π km
N N pari (4.44)

X � k �M� � N � 1 �*) 2
∑

m��� � N � 1 �*) 2w � m� x � m� e� j2π km
N N dispari (4.45)

Supponiamopersemplicitàchex � m� sia un esponenzialecomplessoa frequenza(normalizzata)
k0 e faseφ :

x � n��� ej2π k0n
N
� φ (4.46)

sostituendola (4.46)nella(4.44)e nella(4.45)si ottiene:

X � k �N� N ) 2
∑

m��� N ) 2 � 1

w � m� ej O 2π k0m
N
� φ P e� j2π km

N N pari (4.47)

X � k �N� � N � 1 �*) 2
∑

m��� � N � 1 �*) 2w � m� ej O 2π k0m
N
� φ P e� j2π km

N N dispari (4.48)

A questopuntoè beneevidenziarechew � m� può averesimmetriapari solo sela sualunghezza
è dispari. Infatti, la relazionew � n�,� w �$� n� imponeche esistanoun ugual numerodi campioni
conindicepositivo e negativo; aggiungendoquindi il campionenell’origine si ottieneunalunghezza
della finestradispari. Nel casola lunghezzadella finestrasia pari è comunquevalida la relazione
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w � n��� w �$� n � 1� . Sfruttandola simmetriadi w le equazionidiventano

X � k �N� ejφ
N ) 2
∑

m� 1

w � m� ! ej2π Q k0 R k S m
N e� j2π Q k0 R k S Q mR 1 S

N " N pari (4.49)

X � k �N� ejφ T w � 0�U� � N � 1 �*) 2
∑

m� 1

w � m� ! ej2π Q k0 R k S m
N e� j2π Q k0 R k S m

N "�V N dispari (4.50)

e riorganizzandogli esponenziali

X � k �N� ejφej2π Q k0 R k S m
N

N ) 2
∑

m� 1

w � m� cos! 2π
� k0 � k �

N
� m � 1� 2�:" N pari (4.51)

X � k �N� ejφ � N � 1 �*) 2
∑

m� 0

w � m� cos! 2π
� k0 � k �

N
� m�:" N dispari (4.52)

Le sommatoriecontengonosoloaddendireali e produconoquindinumerireali. La fasedi X � k � è
quindiquelladegli esponenzialicomplessi:� X � k �M� φ � 2π

� k0 � k �
N

N pari (4.53)� X � k �M� φ N dispari (4.54)

(4.55)

Entrambele stimeproduconoil valorecorrettodi faseφ per k0 � k. Bisognaperònotarechenel
casola finestraabbialunghezzapari è presenteancheun terminedi faselineare. Questotermine
introduceun errorenella stimadella fasequandok0 è non intero (cioè quasisempre),nel qual caso
la valutazionedella DFT può esserefattasolo sull’indice appenainferiore o appenasuperiorea k0.
In figura 4.7 sonoriportatele rispostedi fasenei duecasidi N pari ed N dispari. Il problemache
si poneè quindi comeusaregli algoritmi di FastFourier Transform,che funzionanonormalmente
conN pari, confinestredi lunghezzadispari. L’idea è di applicareunafinestradi lunghezzadispari
e quindi eliminareil campionemenosignificativo prima di effettuareil calcolodella FFT. Usando
unadelle finestreclassiche,chevannoa zero(o almenodecrescono)versoi bordi, bastaeliminare
il primo o l’ultimo campione.Bisognainoltre notarechela DFT è definitasu intervalli simmetrici
intornoall’origine ( ! �'� N � 1� � 2 
�� N � 1� � 2" perN dispario ! � N � 2 � 1 
 N � 2" perN pari),mentregli
algoritmi di FFT operanosull’intervallo ! 0 
 N � 1" . Occorrequindi applicareunarotazionedi N � 2
punti del framedi analisi (di fatto uno scambiodelle duemetàdel frame) in mododa riportareil
campionecentraledella finestraw � m� sull’origine (datele ipotesidi stazionarietàe continuitàal di
fuori del frame,questaoperazioneèequivalenteaunoshift delsegnaleindietrodi mezzafinestra).In
questomodoi valori di fasecalcolatisarannoriferiti al centrodel frame. Un esempiodi analisicon
finestraa fasenullaè riportatonellefigure4.8e4.8.
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4.3 Il Modello Sinusoidale

E’ noto(vedi capitolosuccessivo) chela sintesiadditiva è unodei metodipiù potentiper la genera-
zionedel suono. La possibilitàdi agirein modoindipendentesui parametridelle singolesinusoidi
(parziali) componentipermettedi controllareil risultato sonoroin modo semplicee accurato. Lo
svantaggiostoricodi questotipo di sintesirisiedenella suacomplessitàcomputazionale.La rapida
evoluzionedell’hardwarehaperòportatoai personalcomputerodierni,chepermettonodi sintetizzare,
via software,anchemoltecentinaiadi sinusoidiin temporeale.

Il rinnovato l’interesseper la sintesiadditiva ha prodottouna seriedi importanti risultati, fra
cui l’estensionedel metodoancheall’elaborazionedel suono. L’idea di fondo è che se si possie-
de la descrizionedel suonoin termini di sinusoiditempovarianti è possibileeffettuareunagrande
quantitàdi trasformazioni,semplicementeagendosui parametridi ampiezzafrequenzae fasedella
rappresentazionesinusoidale.

Nell’articolo che segue viene presentatouno dei più recentimodelli per rappresentazionedel
suonomediantesinusoidi.
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4.4 Fondamenti Matematici per l’Elaborazione del Suono

Questiappuntirichiamanobrevementealcunenozionisuisegnalinumerici,conlo scopodi introdurre
gli elementinecessariallapresentazionedei fondamentidell’elaborazionenumericadei segnali.

4.4.1 Definizioni

Ricordiamocheun segnalepuòesseredefinitocomeunafunzioneo grandezza,solitamentevariabile
nel tempo,checomunicainformazione.Unaclassificazionedei segnali puòesserela seguente:

1. segnali a tempocontinuo:x � t ��
 t �
� e x � t �&�	�
2. segnali a tempodiscreto:x � n��
 n �	Z e x � n�[�	�
3. segnali numerici:x � n��
 n �	Z e x � n�[�	Z

I segnali a tempodiscretopossonoesserestudiaticometreni di impulsi ideali a tempocontinuo;è
tuttavia più praticointrodurreunarappresentazioneadhoc.

Definamocomesequenzaun insiemedi valori ordinatosecondoun indice(cherappresental’asse
temporale): \

x � n�^] � ∞ 7 n 7_� ∞ (4.56)

Esempinotevoli di sequenze:` Sequenzasinusoidale: x � n��� Acos� ω0n � φ �` Sequenzaimpulso unitario : δ � n����� 1� T n � 0
0 n  � 0` Sequenzagradino: δ � 1 � n��� � 1� T n 3 0

0 n 7 0

Si dimostracheδ � 1 � n��� ∑n
k ��� ∞ Tδ � k � eviceversaδ � n��� δ � 1 � n�a� δ � 1 � n � 1� .

Perla trattazionedei segnali numericisi puòsottintenderela dipendenzadal quantotemporaledi
campionamentoT, edassumereunarappresentazionenormalizzata(T=1):

x � nT �+# x � n� (4.57)

4.4.2 Proprietà dei segnalinumerici

Periodicità. Unasequenzax � n� èdettaperiodicase b N : x � n��� x � n � N �c� n �	Z .
Traslazione.La traslazionein avantidi N campionidi unsegnalex � n� siesprimemediantelaseguente
relazione:

x � n�[��# x � n � N � (4.58)

Ogni sequenzapuòesserevistacomesommadi impulsi unitari scalatie traslati:

x � n��� � ∞

∑� ∞
x � n� δ � n � k � (4.59)
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4.4.3 Sistemi.

Definiamocomesistemauna qualunquetrasformazioneunivoca che mappauna sequenzax(n) in
un’altray(n):

y � n��� T ! x � n�:" (4.60)

Linearità. Una sistemasi dice linearese,per ogni coppiadi segnali x1 �%- ��
 x2 �%- � e � a1 
 a2 �d� , la
trasformazioneT adessoassociataverificala seguenterelazione:

T ! a1x1 � n�U� a2x2 � n�:";� a1T ! x1 � n�:"e� a2T ! x2 � n�9�:";� a1y1 � n�U� a2y2 � n� (4.61)

Tempo invarianza. Un sistemasi dice tempoinvariantese la traslazionedell’ingressoinducela
medesimatraslazionesull’uscita:

y � n � k �+� T ! x � n � k �:"f� k �	Z (4.62)

Rispostaall’impulso . Peri sistemilineari èpossibiledefinirela rispostaall’impulso:

hk � n��� T ! δ � n � k �:":
 k �	Z (4.63)

La relazioneingresso/uscitadelsistema

y � n��� T ! x � n�:" (4.64)

puòessereriscritta,applicandol’identità (4.59),come

y � n��� T ! � ∞

∑� ∞
x � n� δ � n � k �:" (4.65)

che,perla linearitàdel sistemasi puòancheesprimerecome

y � n��� � ∞

∑� ∞
x � n� T ! δ � n � k �:"g� � ∞

∑� ∞
x � n� hk � n� (4.66)

Seil sistemaèanchetempoinvariante,definitah � n��� T ! δ � n�:" , si ha:

hk � n��� h � n � k ��
 equindi (4.67)

y � n��� � ∞

∑� ∞
x � n� T ! δ � n � k �:"g� � ∞

∑� ∞
x � n� h � n � k � (4.68)

Convoluzione.La scrittura

y 2 x � n��� � ∞

∑� ∞
x � n� y � n � k � (4.69)

è dettaconvoluzionedei segnali x � n� e y � n� . Si puòverificarechela convoluzioneè un’operazione
lineareegodedellaproprietàcommutativa.
Stabilità BIBO. Un sistemasi dicestabilenel sensoBoundedInput BoundedOutput(BIBO) seper
ogni sequenzadi ingressolimitata l’uscita risultalimitata. Si dimostrachela stabilitàBIBO equivale
adavereunarispostaall’impulsoassolutamentesommabile:

StabilitàBIBO h � ∞

∑
k ��� ∞

�
h � k � � 7 ∞ (4.70)
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adesempioil sistemacaratterizzatodallarispostaascalinoh � n��� δ � 1 � n� (integratore)nonèstabile.
Causalità. Dicamocheun sistemaè causalequandola suauscitadipendesolo da valori passatio
presentidell’ingresso.Si diceanchecheil sistemaènonanticipatorio.La definizionedi causalitàpuò
essereespressain termini di rispostaimpulsiva affermandocheun sistemaè causalequandola sua
rispostaimpulsiva ènulla pertempinegativi:

h � n��� 0 
 � n 7 0 (4.71)

4.4.4 Sistemilineari tempo invarianti (LIT).

Tra i sistemilineari e tempoinvarianti, la classedi maggiorinteresseper l’elaborazionenumerica
dei segnali è costituitadai sistemirazionali,caratterizzatidallaseguenteequazionealle differenzea
coefficienti costanti,cherappresentala relazioneingressouscita:

N

∑
k � 0

aky � n � k ��� M

∑
r � 0

brx � n � r � (4.72)

chepuòancheessereriscrittacome:

y � n���i� N

∑
k � 1

ak

a0
y � n � k �U� M

∑
r � 0

br

a0
x � n � r � (4.73)

L’uscitadel sistemaall’istanten dipendedagli N valori precedentidell’uscita,daM valori precedenti
dell’ingressoedal valoreattualedell’ingresso.

I sistemirazionalipossonoesseredi tipo Infinite ImpulseResponse(IIR) o di tipo Finite Impulse
Response(FIR), asecondachesiapresenteo menola dipendenzadavalori precedentidell’uscita:

FIR: y � n��� M

∑
r � 0

br

a0
x � n � r � (4.74)

IIR: y � n���i� N

∑
k � 1

ak

a0
y � n � k �U� M

∑
r � 0

br

a0
x � n � r � (4.75)

Rispostain fr equenza.La rispostain frequenzadi un sistemaè definitacometrasformatadi Fourier
dellarispostaall’impulso:

H � ω � ∆�_j ! h � n�:"k� ω ��� ∑
k

h � k � e� jωk (4.76)

Proprietà della convoluzione. La trasformatadi Fourier della convoluzionedi duesequenzeè il
prodottodelletrasformatedellesingolesequenze:

w � n��� x 2 y � n�ml# W � ω ��� X � ω � Y � ω � (4.77)

Dimostrazione:

w � n�+� ∑
i

x � n � i � y � i ��

W � ω ��� ∑n !∑i x � n � i � y � i �:" e� jωn

perla linearità: W � ω ��� ∑i y � i � ∑nx � n � i � e� jωn

ponendon � i � k : W � ω ��� ∑i y � i � ∑k x � k � e� jω � k � i �
W � ω ��� ∑i y � i � e� jωi ∑k x � k � e� jωk

W � ω ��� X � ω � Y � ω �
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nevieneche:
y � n��� h 2 x � n�ml# Y � ω ��� H � ω � Y � ω � (4.78)

4.4.5 La trasformata n
Definiamotrasformata� di unasequenzax(n) la quantità

X � z� ∆� ∑
k

x � k � z� k z �	o (4.79)

Questaserienon è in generaleconvergenteper ogni sequenzax(n), né per ogni valoredi z. Si
può dimostrarechedataunasequenza,la regionedi convergenzaè unacoronacircolarenel piano
complesso.Infatti, seesprimiamoz in formapolare:

z � rejω (4.80)

la (4.79)diventa
X � z�+� ∑

k

x � k � r � ke� jωk (4.81)

cheè la trasformatadi Fourierdelsegnalex � k � r � k. La convergenzaassolutadellaseriesi haquindise

∑
k

�
x � k � r � k

� 7 ∞ (4.82)

Quindi, sela trasformatazetaconverge in un puntoz del pianocomplessoalloraconverge sututta la
circonferenzadi raggiopari a

�
z
�
. Notiamooracheunaqualunquesequenzapuòesserescompostain

unapartecausalexc � n� e unaparteanticausalexa � n� :
x � n��� xc � n�U� xa � n� (4.83)

xc � n����� x � n� n 6 � 0
0 n 7 0

(4.84)

xa � n����� 0 n 6 � 0
x � n� n 7 0

(4.85)

Non è difficile a questopunto verificareche se la trasformatadi una sequenzacausaleesisteper
z � z1 alloraesisteancheper

�
z
� 6 � z1

�
. Analogamente,sela trasformatadi unasequenzaanticausale

esisteperz � z2 alloraesisteancheper
�
z
� 7 � z2

�
. In generalequindi, la regionedi convergenzadella

trasformataèunacoronacircolaredel tipo

rc 7 � z� 7 ra (4.86)

in cui rc e ra sonorispettivamenteil raggiominimo dellaregionedi esistenzadellapartecausalee il
raggiomassimodellaregionedi esistenzadellaparteanticausale.
Proprietà della trasformata �

1. linearità . La trasfomata� è lineare(la verificaè immediata)

2. teoremadello shift: x � n � N �+# zNX � z�
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3. trasformata della convoluzione: � ! x 2 y � n�:"%� z�p�_� ! x"q-%� ! y"%� z�
Funzionedi trasferimento Siadatala relazioneingresso/uscitaY � z�;� H � z� X � z� . H � z�;�r� ! h � n�:"%� z�èdettafunzionedi trasferimento del sistema.
Nel casodi sistemarazionaledescrittodall’equazione(4.73),trasformandoamboi membrisi ha:�ts N

∑
k � 0

aky � n � k �:uv�w�ts M

∑
r � 0

brx � n � r �:u
N

∑
k � 0

ak � ! y � n � k �:"x� M

∑
r � 0

br � ! x � n � r �:"
N

∑
k � 0

akz
� kY � z�(� M

∑
r � 0

brz
� rX � z�

Y � z�
X � z� � ∑M

r � 0brz� r

∑N
k � 0 akz� k

� H � z�
OsservazioneSi vedesubitocheH � ejω ���yj ! h � n�:"%� ω � . Questoè conseguenzadel fattocheperz �
ejω la trasformata� coincideconla trasformatadi Fourier. Datounsistemadescrittodaun’equazione
alle differenzeè quindi immediatocalcolarela trasformatazetae quindi la rispostain frequenza.Si
osserva che � ! x � n�:" èunaseriedi Laurant.Pertanto,la formuladi inversioneèdatada:

x � n��� 1
2π j z

C

X � z� zn � 1dz (4.87)

dove C è internaalla regionedi convergenza.
Seil sistemaè razionale,H � z� puòesprimersicome:

H � z�+� A∏M
r � 1 � 1 � crz� 1 �

∏N
k � 1 � 1 � dkz� 1 � (4.88)

dove cr sonogli zeri edr sonoi poli di H � z� .
Si dimostracheunsistemacaratterizzatodaunafunzionedi trasferimentorazionaledeltipo (4.88)

èstabileseesolosetutti i poli sonointerni allacirconferenzadi raggiounitario:�
dk

� 7 1 
 k � 1 
 2 
 �{�{�N (4.89)

Per la dimostrazionebastaapplicarela definizionedi stabilitàBIBO alla scomposizionein frazioni
parzialidella(4.88).


