
LabCont1: Laboratorio di Controlli 1 II Trim. 2007Lezione 7 � 8 FebbraioDoente: Lua Shenato Stesori: Beninato D., Bertolaso A., Marolin G.
7.1 Progettazione di ontrolloriNelle lezioni preedenti sono state presentate due diverse proedure he si possono utilizzarequando si deve progettare un ontrollore per il ontrollo di una o più variabili di un proesso.In partiolare si è visto he, date delle spei�he progettuali espresse nel dominio del tempo,quali1. tempo di assestamento ta2. sovraelongazione M3. tempo di salita tsi due approi lavorano addirittura su due domini diversi:� nel tempo (luogo delle radii)� in frequenza (diagramma di Nyquist, diagramma di Bode)In questo paragrafo si riprenderà brevemente quanto già visto nelle lezioni preedenti,erando di porre maggiore attenzione agli aspetti prettamente progettuali.7.1.1 Progettazione nel tempoPer quel he riguarda la progettazione nel dominio del tempo possiamo far riferimento a unsistema in atena hiusa del seondo ordine e alla sua risposta impulsiva, in quanto, omegià visto, un sistema in atena hiusa strettamente stabile è sempre approssimabile on unodel seondo ordine. Operare on tale approssimazione signi�a onsiderare solo i due polidominanti 1 (p1,2 = σ ± jωd), �sartando �quindi tutti gli altri.In genere un sistema di questo tipo è rappresentato dalla funzione di trasferimento

Pc (s) =
ω2

n

s2 + 2ξωns + ω2
nper ui la sua risposta impulsiva è

pc(t) =
e−σt

cos θ
sin(ωdt + φ)1I due poli più viini all'asse immaginario. 7-1



LabCont1 Lezione 7 � 8 Febbraio II Trim. 2007on φ = π
2
− θ.Fatta questa premessa, è neessario apire in he modo si possono trasferire le spei�heprogettuali preedenti in vinoli nel luogo delle radii.Tempo di assestamentoSe onsideriamo pioli valori di θ 2, ome spesso aade, si può dire he cos θ ≃ 1, per uila risposta impulsiva diviene

pc(t) ≃ e−σt sin(ωdt + φ)e il suo andamento temporale è rappresentato in �gura 7.1.Ora, se si desidera avere, ad esempio, un tempo di assestamento massimo ta, dopo il quale il
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Figura 7.1. Andamento di pc(t).valore dell'usita rimanga all'interno della fasia tra il ±10% del valore di riferimento, devevalere la seguente relazione
e−σta = 0, 1 (7.1)da ui
σta = ln 102Si ha he θ = arctan σ

ωd

, per ui tanto più piolo è il valore di θ, tanto più i poli dominanti sono viiniall'asse immaginario. 7-2
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σ ≃

2, 3

taRiordando poi he σ = ξωn, dove ξ = sin θ e ωn =
√

σ2 + ω2
d, e supponendo di �ssare ξ inbase alla spei�a sulla sovraelongazione, ome mostrato in seguito, si può srivere

ωn ≃
2, 3

ta10%
ξVolendo variare l'ampiezza della �fasia �attorno al valore di riferimento, basta modi�areopportunamente la 7.1, sempliemente ambiando il valore a seondo membro dell'equazione.SovraelongazionePer quanto riguarda la sovraelongazione, si può dimostrare he

M = e−π tan θper ui si può srivere la seguente tabella, riordando he ξ = sin θ

Mmax ξ5% 0,716% 0,535% 0,3Tempo di salitaIn�ne, si può vedere failmente he sussiste la seguente relazione tra la frequenza di risonanzanaturale ωn e il tempo di salita ts

ts =
1, 8

ωnPer quanto riguarda la progettazione del ontrollore nel dominio del tempo, ovvero tramiteluogo delle radii, bisogna quindi trasferire le spei�he progettuali ome segue:� in base alla sovraelongazione massima desiderata si �ssa ξ in aordo on la preedentetabella. Si noti he
M ≤ Mmax ⇒ θ ≥ θ̄ = arctan

[
1

π
ln

(
1

Mmax

)]e ξ = sin θ� volendo un tempo di assestamento massimo t̄a si ha
ta ≤ t̄a ⇒ ωn ≥ ω̄n =

2, 3

ξt̄a7-3



LabCont1 Lezione 7 � 8 Febbraio II Trim. 2007� in�ne, desiderando un tempo di salita massimo ts, si può srivere
ts ≤ t̄s ⇒ ωn ≥ ω̄n =

1, 8

t̄sSi vede he sia ta he ts sono in relazione on ωn, quindi, ovviamente, si terrà onto del vinolopiù restrittivo dovuto all'una o all'altra spei�a. Le tre spei�he di partenza vengonoquindi proiettate nel luogo delle radii ome mostrato in �gura 7.2. In realtà, a voler essere
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Figura 7.2. Spei�he progettuali viste nel luogo delle radii.preisi, al posto del segmento parallelo all'asse immaginario he si vede in �gura, si dovrebbevisualizzare un aro di ironferenza on raggio di urvatura pari a ωn ma, dato he questatenia progettuale è approssimativa, non si ommette un grave errore nel onfondere l'arodi ironferenza on il segmento in questione.Una volta trasferite le spei�he nel luogo delle radii, il progettista dovrà fare in modo hei poli del sistema in atena hiusa stiano sulla parte di semipiano onsentita.7.1.2 Progettazione in frequenzaPer quel he riguarda la progettazione in frequenza, il problema iniziale è quello di dovertrasferire le spei�he progettuali di partenza, espresse nel dominio del tempo, in vinoli neldominio della frequenza. 7-4



LabCont1 Lezione 7 � 8 Febbraio II Trim. 2007Come riordato in preedenza, un sistema in atena hiusa strettamente stabile è approssima-bile on uno del seondo ordine, e in partiolare, ome si è visto nella sorsa lezione, sussistonole seguenti relazioni tra i due sistemi:
ωn ≃ ωc e ϕMF ≃ 2ξdove ωc è la frequenza di attraversamento del sistema in atena aperta, e ϕMF è il or-rispondente margine di fase. Per questo motivo, mettendo assieme le relazioni trovate inpreedenza (le quali legavano da una parte M a ξ, e dall'altra ta e ts a ωn) on queste duenuove uguaglianze, si ottengono dei vinoli in frequenza.Tempo di assestamentoIl tempo di assestamento massimo relativo al ±10% del valore di riferimento è legato allafrequenza di attraversamento ωc dalla seguente relazione

ωc ≃
2, 3

ta10%
ξNel aso si voglia onsiderare un tempo di assestamento relativo a un'altra perentuale delvalore di riferimento, basta operare ome spiegato preedentemente.SovraeleongazioneNella aso di progettazione nel dominio del tempo si è visto he tanto più si diminuise ξ,tanto più i poli dominanti tendono ad avviinarsi all'asse immaginario, tanto più la sovrae-longazione aumenta. Dal momento he ξ è direttamente proporzionale al margine di fase

ϕMF , si ha he diminuendo il margine di fase la sovraelongazione aumenta. In partiolare sipuò dire he
ϕMF =





30◦minima stabilità
45◦sovraelongazione media (10 − 30%)
≥ 60◦piola sovraelongazione (< 10%)Tempo di salitaAnhe per quanto riguarda il tempo di salita, basta sostituire ωc a ωn nell'espressione trovatapreedentemente, ottenendo

ts =
1, 8

ωcDal diagramma e dal riterio di Nyquist sappiamo he, a�nhè il sistema in atena hiusasia stabile e abbia un erto margine di fase, si deve fare in modo he
|P (jωc)| |C (jωc)| = 1 ⇒ |C (jωc)| =

1

|P (jωc)|
(7.2)7-5



LabCont1 Lezione 7 � 8 Febbraio II Trim. 2007e ontemporaneamente deve valere
arg [P (jωc) C (jωc)] = arg P (jωc) + arg C (jωc) = ϕMF − 180◦

⇓

arg C (jωc) = ϕMF − 180◦ − arg P (jωc) (7.3)L'obiettivo del ontrollista, a questo punto, è quello di progettare un ontrollore he soddis�queste ultime due relazioni. A tal �ne lo strumento più intuitvo da usare sono i diagrammidi Bode di P (s), di ui vi è un esempio in �gura 7.3. Generalmente si lavora in questo modo:
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Diagrammi di Bode per P(s)

Frequency  (rad/sec)Figura 7.3. Esempio di diagrammi di Bode.� ome è stato appena mostrato, in base alle spei�he progettuali iniziali si �ssano ωce ϕMF , faendo attenzione he, per quel he riguarda ωc, bisogna sempre segliere ilvinolo più restrittivo, ossia il valore di ωc più grande� a questo punto, operando sul diagramma di Bode delle fasi di P (s), si aggiunge la fasehe mana a�hè la 7.3 sia soddisfatta7-6



LabCont1 Lezione 7 � 8 Febbraio II Trim. 2007� in�ne, moltipliando la fdt del ontrollore per una opportuna ostante positiva (hequindi non modi�a la fase, ma alza o abbassa il diagramma dei moduli), si era difare in modo he anhe la 7.2 sia soddisfatta.Tutto questo si può ottenere on l'utilizzo di reti orrettrii, he agisono solo nelle viinanzedella frequenza di attraversamento ωc, e he possono essere antiipatrii, ritardatrii e asella.Alternativamente si può usare un regolatore PID, del quale si parlerà nel paragrafo suessivo.Giusto per apire in he modo si omportano questi ontrollori PID, si possono osservare tretipi di regolatori, PI, PD e PID, dei quali, in �gura 7.4, è disegnata la risposta in frequenza(modulo e fase). Si può notare �n da subito he un ontrollore PI, he sappiamo essere
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c − controllore tipo PID

Frequency  (rad/sec)Figura 7.4. Esempio di diagrammi di Bode.neessario per avere un errore di inseguimento a regime nullo, non i aiuta più di tanto intermini di fase, in quanto, invee di aggiungerne, ne toglie.Al ontrario, un regolatore PD aggiunge fase al sistema in atena hiusa, e quindi permettedi diminuire la sovraelongazione.In�ne, un ontrollore PID lavora su entrambi i versanti. In partiolare, si era sempre difare in modo he alle basse frequenze, e a regime, lavori la parte integrativa, he quinditoglie fase, mentre si vuole he alle alte frequenze, e soprattutto intorno a ωc, operi la partederivativa, he, al ontrario, ne aggiunge. 7-7



LabCont1 Lezione 7 � 8 Febbraio II Trim. 20077.2 Regolatori PID7.2.1 IntroduzioneI ontrollori di tipo PID hanno una funzione di trasferimento a struttura �ssa riportata diseguito:
C(s) = KP +

KI

s
+ KDs (7.4)In questa struttura, detta in parallelo, si possono failmente distinguere l'azione proporzionaleon oe�iente KP , l'azione derivativa on oe�iente KD e l'azione integrale on oe�iente

KI .La �gura 7.5 illustra lo shema a blohi di tale on�gurazione.La funzione di trasferimento può essere risritta mettendo in evidenza altri paramentri:

Figura 7.5. Shema a blohi di un PID in forma parallela
TI =

KP

KI

[s] Tempo di integrazione
TD =

KD

KP

[s] Tempo di antiipo
C(s) = KP (1 +

1
KP

KI

s
+

KD

KP

s) = KP (1 +
1

TIs
+ TDs) (7.5)7.2.2 Importanza dei ontrollori PIDStoria 7-8



LabCont1 Lezione 7 � 8 Febbraio II Trim. 2007� Sono ontrollori failmente realizzabili in analogio� Sono su�ienti per la maggior parte delle appliazioni (il 60%-80% dei ontrollori iluso sono PID)� Spesso l'uso di ontrollori più omplessi risulta inutile a ausa delle inertezze sulmodello da ontrollareCulturale� Ogni azione è intuitiva (Proporzionale, Integrativa, Derivativa)� Ci sono solo 3 parametri quindi risulta faile da progettare per tentativi� Controllori on più parametri sono poo intuitivi e quindi rihiedono ompetenzesuperiori in aso di malfunzionamentoSi prestano failmente all'auto regolazione e al ontrollo adattativo7.2.3 Azioni di RegolazionePRO CONTROAzione Integrale - elimina errore a regime - aumenta lasovraelongazione- elimina disturbi di ingressoostanti - rishi di wind-up on satu-razione- ridue il margine di faseAzione Proporzionale - regola la frequenza di taglio - non modi�a il margine difaseAzione Derivativa - aumenta il margine di fase - ampli�a il rumore di usita- diminuise il tempo diassestamento - rihiede ingressi elevati7.2.4 Errore a regimePrendiamo in onsiderazione lo shema in �gura 7.6 in ui viene messa in evidenza l'azioneintegrale e analiziamo la funzione di trasferimento tra il disturbo du e l'usita:
F (s) =

Y (s)

dU(s)
=

P (s)

1 + C(s)P (s)
s

=
sP (s)

s + C(s)P (s)Quindi:
F (0) = 07-9
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Figura 7.6. riduzione dell'errore a regime tramite l'azione integraleovvero un ingresso ostante in du onsiderato ome errore viene annullato.Se
C(0) 6= 0 P (s) =

1

s
P̃ (s) : P̃ (0) 6= 0allora

F (s) =
Y (s)

dU(s)
=

P (s)

1 + C(s)P (s)
s

=
1
s
P̃ (s)

1 +
C(s) 1

s
P̃ (s)

s

=
P̃ (s)

s + C(s)P̃ (s)quindi
F (0) =

1

C(0)
6= 0Il disturbo ostante non viene annullato ma solo attenuato in dipendenza da KP . E' quindisempre utile la omponente integrale del ontrollore PID.7.2.5 Correzione dell'azione derivativaL'azione derivativa ome presentata �n'ora non è realizzabile �siamente a ausa della presen-ta di un solo zero senza alun polo. Il diagramma di Bode di questa funzione di trasferimentoteoria è visualizzato il �gura 7.7. Anhe se fosse realizzabile ampli�herebbe le alte frequen-ze in modo non aettabile. Per questi motivi è neessario introdurre un polo ome si puònotare in �gura 7.8. Per non distogliere molto le prestazioni del PID on l'aggiunta del poloquesto và posizionato molto lontano dal ampo di lavoro del ontrollore.

TDs →
TDs

1 + TLs
on TL molto piolo

TD

10
≤ TL ≤

TD

3Si può posizionare TL in questo modo:
TL ≈ 3ωC = 6πB7-10
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diagrammi di bode per un controllore di tipo PD

Frequency  (rad/sec)Figura 7.7. Diagramma di Bode di un ontrollore PD teorioSi ottiene quindi la nuova funzione di trasferimento:
C(s) = KP (1 +

1

TIs
+

TD

1 + TLs
) (7.6)he può essere risritta anhe in forma serie:

C(s) =
KP (1 + Tis)(1 + Tds)

Tis(1 + TLs)
(7.7)Il nuovo shema a blohi diventa quello in �gura 7.9 failmente ottenibile dallo shemaa blohi della forma parallelo. Se

1

TI

≪
1

TD

≪
1

TLSi ottiene he Ti ≃ TI e Td ≃ TD.Nota: 1
Ti

grande ridue veloemente l'errore a regime ma ridue il margine di fase.
1

TL

piolo ridue l'ampli�azione del rumore di usita ma ridue il margine di fase.7.2.6 Diagrammi di Bode del ontrollore PIDConludendo il Diagramma di Bode di un ontrollore PID reale è simile a quello di �gura7.10. Si può notare l'azione integrale alle basse frequenze, l'azione derivativa alle medie7-11
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diagrammi di bode per un controllore di tipo PD causale

Frequency  (rad/sec)Figura 7.8. Diagramma di Bode di un ontrollore PD ausale
Figura 7.9. Shema a blohi di un PID in forma seriefrequenze he aumenta la fase e il polo della parte derivativa he impedise al modulo didivergere.

C(S) = KP (1 +
1

TIs
+

TDs

1 + TLs
) = KP

TIs(1 + TLs) + (1 + TLs) + TDTIs
2

TIs(1 + TLs)
(7.8)

C(s) = KP

(TDTI + TITL)s2 + (TI + TL)s + 1

TIs(1 + TLs)
≈ KP

TDTIs
2 + TIs + 1

TIs
(7.9)Quindi per il progetto:

1

TI

≪
1

TD

≪
1

TLIn modo tale he il polo dell'azione derivativa non interferisa on il progetto del PID.
7-12
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