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13.1 Sistemi olonomi e anolonomi: rappresentazioni edesempiAbbiamo parlato di sistemi olonomi ome sistemi nei quali lo stato q ∈ R

n é vinolato arimanere su una ipersuper�ie S, tale he
dim(S) = k < n (13.1)de�nendo S ome

S
∆
= {q ∈ R

n : hi(q) = 0, i = 1, ..., k} (13.2)in ui hi(q) sono funzioni he de�nisono S in maniera impliita. Questo é un modo globaledi de�nire un sistema olonomo. Infatti esso puó essere anhe desritto tramite vinoli loalisulle veloitá, vale a dire
aT

i (q) · q̇ = 0 (13.3)tali vinoli infatti diono in quali direzioni il sistema si puó spostare a partire dal punto q.In un sistema olonomo i vinoli loali impliano quelli globali.Un sistema anolonomo, invee, ha dei vinoli loali sulle veloitá, del tipo:
aT

i (q) · q̇ = 0, i = 1, ..., k (13.4)he globalmente non generano vinoli sullo stato q ∈ R
n. Equivalentemente questo si puòesprimere diendo he a partire dal punto q0 il sistema si puó portare in qualsiasi altro punto

q 6= q0 dato he il vinolo loale é solo su alune direzioni.In base a quanto detto, se un sistema é olonomo si puó restringerne lo stato e risriverela dinamia del sistema per il nuovo stato he rappresenta dunque il omportamento delsistema solo sulla ipersuper�ie S.Esiste un modo alternativo per desrivere un sistema soggetto a vinoli loali sulle po-sizioni, sia he si tratti di un sistema olonomo o anolonomo. In pratia, invee di rappre-sentare il sistema tramite i vinoli, ioe' le direzioni lungo le quali non e' possibile muoversi,possiamo risrivere il sistema tramite le direzioni lungo le quali di puo' movere. Si ottengonoosí equazioni del moto he ontengono al proprio interno anhe i vinoli.
q̇ = g1u1 + ... + gmum (13.5)13-1



PSC Lezione 13 � Maggio 19 III Trim. 2006In genere interessa sapere se un sistema é olonomo o anolonomo. Tale problema si puótradurre in termini di raggiungibilitá o meno del sistema. A partire dai vinoli sul sistema
ai i = 1, ..., k (13.6)de�nendo

A(q) = [a1 . . . an] ∈ R
n×k (13.7)si passa al sistema di ontrollo equivalente

q̇ = g1u1 + ... + gmum (13.8)de�nendo
G(q) = [g1...gm] ∈ R

n×m (13.9)La matrie G é tale per ui AT (q) · G(q) = 0 e rank([G · A]) = n.A questo punto i poniamo le domande:1. Data G(q) il sistema ad essa assoiato é olonomo , parzialmente anolonomo o omple-tamente anolonomo?2. Se il sistema rappresentato da G(q) é ompletamente anolonomo, dati due stati q0 e qfquali sono gli ingressi u(·) he permettono al sistema di portarsi da q0 a qf?Vediamo quanto detto �nora in un esempio.ESEMPIO: Cinematia dell' automobileConsideriamo il modello inematio per un automobile rappresentato in Fig. 13.1 ede�nito dallo stato q = [x y θ φ]T . Indihiamo on (x, y) la posizione al entro delle dueruote posteriori e on (xf , yf ) la posizione al entro delle due ruote anteriori, θ l'angolodell'asse longitudinale dell'auto rispetto ad un sistema di riferimento �sso e φ l'angolo disterzata delle ruote anteriori. In questo modello i sono due vinoli di non slittamento: unoper le ruote anteriori ed uno per le ruote posteriori. Quest'ultimo vinolo si tradue in
ẋ

ẏ
= tan θ (13.10)he fornise il primo vinolo

ẋ sin θ − ẏ cos θ = 0 (13.11)inoltre, dati
xf = x + l · cos θ (13.12)
yf = y + l · sin θ (13.13)13-2
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Figura 13.1. Shematizzazione dell'automobilederivando si ottiene
ẋf = ẋ − lθ̇ sin θ (13.14)
ẏf = ẏ + lθ̇ cos θ (13.15)he fornisono

ẋf sin(θ + φ) − ẏf cos(θ + φ) = 0 (13.16)da ui, sostituendo le espressioni di ẋf e ẏf , si ottiene il seondo vinolo:
ẋ sin(θ + φ) − ẏ cos(θ + φ) − θ̇l cos φ = 0 (13.17)La matrie AT (q) si srive

AT (q) =

[

aT
1

aT
2

]

=

[

sin θ − cos θ 0 0
sin(θ + φ) − cos(θ + φ) −l cos φ 0

]









ẋ
ẏ

θ̇

φ̇









= 0 (13.18)A questo punto si può segliere fra ontrollo a trazione anteriore e ontrollo a trazioneposteriore.� Sistema di ontrollo on trazione anteriore. In questo aso la matrie G(q) risulta:
G(q) =









cos θ sin φ 0
sin θ cos θ 0

1

l
sin φ 0
0 1









(13.19)13-3



PSC Lezione 13 � Maggio 19 III Trim. 2006� Sistema di ontrollo on trazione posteriore. In questo aso la matrie G(q) risulta:
G(q) =









cos θ 0
sin θ 0

1

l
tan φ 0
0 1









(13.20)In maniera espliita, volendo un ontrollo a trazione posteriore, si ottengono le equazioni delmoto:
q̇ =









ẋ
ẏ

θ̇

φ̇









=









cos θ
sin θ

1

l
tan φ
0









u1 +









0
0
0
1









u2 (13.21)le quali mettono in evidenza ome l'ingresso di ontrollo u1, orrispondente alla veloita'delle ruote posteriori, modi�a la dinamia delle omponenti x y e θ del vettore di stato q,mentre u2, orrispondente alla veloita' angolare dello sterzo, permette di modi�are l'angolodi sterzo φ.Sebbene il sistema sia ora rappresentato ora in un modo tale da poterne analizzare l'olono-mia/anolonomia, ome verra' mostrato in seguito, tuttavia non e' faile progettare ontrolliin grado di portare il sistema da una on�gurazione q0 ad uno qf . A tele sopo verra'mostrato he tramite un opportuno ambio di variabili, il sistema di ontrollo originale puo'essere sritto ome un sistema anolonomo in atena, del quale si onosono una serie dialgoritmi per la progettazione di traiettorie. In partiolare mostreremo he esistono delletrasformazioni invertibili del tipo:
z = f1(q) (13.22)

v = f2(q, u) (13.23)dove z ∈ R
n e u = (u1, . . . , um) e v = (v1, . . . , vm) ∈ R

m. Grazie a questa trasformazione è piùsemplie alolare gli ingressi he permettono di portare il sistema nello stato zf = f1(qf ) neltempo T a partire dallo stato z0 = f1(q0). In tal modo si ottengono gli ingressi v1(t), ..., vm(t).A questo punto tramite la funzione inversa di f2 si riavano gli ingressi u1(t), ..., um(t).Espliitando le formule si può srivere
ż = g̃1(z)v1 + ... + g̃m(z)vm (13.24)he è l'espressione di un sistema anolonomo a atena.13.2 Raggiungibilita' ed altre de�nizioni per sistemi diontrollo nonlineariDe�nizione 13.1. Il sistema di ontrollo nonlineare

q̇ = f(q, u), q ∈ R
n, u ∈ U ⊆ R

m (13.25)13-4



PSC Lezione 13 � Maggio 19 III Trim. 2006si die ontrollabile (raggiungibile) se, dati q0, qf ∈ R
n, esiste T ≥ 0, esiste u(·) : [0, T ] → Utali he q(0) = q0 e q(T ) = qf .De�nizione 13.2. Dato un insieme aperto V ⊂ R

n e T > 0 si de�nise
RV (q0, T ) = {q : ∃u : [0, T ] → U, q(0) = q0, q(T ) = qf , q(t) ∈ V,∀t ∈ [0, T ]} (13.26)De�nizione 13.3. Si de�nise

RV
T (q0) =

⋃

0≤τ≤T

RV (q0, τ) (13.27)De�nizione 13.4. Si die he il sistema
q̇ = f(q, u), q ∈ R

n, u ∈ U ⊆ R
m (13.28)è Small Time Loally Controllable (STLC) se per ogni V intorno di q0, esiste T tale he

RV
T (q) è intorno di q0.De�nizione 13.5. Si die he il sistema

q̇ = f(q, u), q ∈ R
n, u ∈ U ⊆ R

m (13.29)è loalmente aessibile (LA) se per ogni V intorno di q0, esiste T tale he RV
T (q0) ⊃ Ω,dove Ω è un insieme aperto.Proposizione 13.1.

STLC ⇒ Controllabile ⇒ LocalmenteAccessibile(LA) (13.30)Nel aso partiolare in ui il sistema è senza drift,
STLC ⇔ Controllabile ⇔ LocalmenteAccessibile(LA) (13.31)A questo punto andiamo ad analizzare sistemi di questo tipo (senza drift).13.3 Sistemi senza drift e parentesi di LieConsideriamo un sistema generio senza drift

q̇ = g1(q)u1 + ... + gm(q)um (13.32)E' ovvio he loalmente e' possibile muoversi lungo le direzioni date dai vettori gi(q). Ladomanda he i poniamo e' se utilizzando degli ingressi opportuni e' possibile muoveriloalmente anhe in direzioni he non sono nello spazio generato dai vettori [g1(q), . . . , gm(q)].A tal sopo utilizzaremo una ombinazione di ingressi he nel tempo hanno l'andamento13-5
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Figura 13.2. Andamento degli ingressi nel tempoin �gura per un intervallo temporale molto piolo e poi faremo tendere questo intervallotemporale a zero per analizzarne il omportamento loale.De�niamo
Φg

t (q0)=̇q0 +

∫ t

0

g(τ)dτ (13.33)he orrisponde all'evoluzione del sistema partendo dallo stato q0 e muovendoi lungo il �ussovettoriale g(q) per un intervallo di lunghezza t.Faiamo lo sviluppo in serie di Taylor arrestata al seondo ordine dell'operatore appenade�nito per un punto generio q̄:
Φg

ǫ (q̄) = q̄ + ǫg(q̄) +
1

2
ǫ2

∂g

∂q
(q̄)g(q−) + o(ǫ2) (13.34)sostituendo q̄ = q0 + ǫq1 + ǫ2q2 nell'espressione di Φg
ǫ si ottiene

Φg
ǫ (q0 + ǫq1 + ǫ2q2) = q0 + ǫ(q1 + g(q0)) + ǫ2(q2 +

∂g

∂q
q1 +

1

2

∂g

∂q
g(q0)) + o(ǫ2) (13.35)Si ha he in tal aso il modo ompatto per indiare lo stato in ui il sistema si porta segli si appliano gli ingressi u1 e u2 ioé

q(4ǫ) = Φ−g2

ǫ ◦ Φ−g1

ǫ ◦ Φg2

ǫ ◦ Φg1

ǫ (q0) (13.36)dove dopo aluni passaggi algebrii, si ottiene:
q(4ǫ) = q0 + ǫ2(

∂g2

∂q
(g1(q0)) −

∂g1

∂q
(g2(q0))) (13.37)13-6



PSC Lezione 13 � Maggio 19 III Trim. 2006nella quale si de�nise il nuovo vettore g12(q0) tramite le parentesi di Lie
g12=̇ [g1, g2] (q0) =

∂g2

∂q
(g1(q0)) −

∂g1

∂q
(g2(q0)) (13.38)Osservando questa espressione si puó onludere he se

g1(q) = g1 = cost
g2(q) = g2 = cost

(13.39)allora g12 = 0 e quindi la selta degli ingressi preedenti fa si he lo stato q si sposti lungoil piano generato dai vettori g1 e g2, e ritorni nello stesso punto di partenza. Se invee
g12 /∈ span [g1, g2], il vettore g12 non giae sul piano di g1 e di g2 e mette in evidenza ome,appliando solo i due ingressi u1 e u2, risulti una terza omponente del movimento del sistemanello spazio generato dai vettori [g1, g2, g12]. In questo aso pur avendo due soli ingressi, ilsistema alla �ne si puo' muovere, loalmente in uno spazio di dimensione maggiore di 2. Inpratia si puo' a�ermare he� Il sistema si puó muovere lungo g1, ..., gm� Il sistema si puó muovere lungo [gi, gj] , i, j = 0, ...,m se si appliano gli ingressidesritti sopra he assomigliano molto a delle sinusoidi sfasate di 90o tra di loro: ui(t) ∼=

sin( t
T
2π) uj(t) ∼= cos( t

T
2π). Infatti, ome vedremo piu' avanti on i sistemi in atena,l'uso di sinusoidi di fase e frequenza diversa sono ingressi tipii per erare di spostarelo stato q di un sistema ompletamente anolonomo da una on�gurazione ad un'altra.� E' possibile reare degli ingressi opportuni he mi permettono di muovermi loalmentelungo qualsiasi direzione ottenibile tramite parentesi di Lie, ioe' [gi, gj] e omposizionedi parentesi di Lie, ioe' [[gi, gj], gk], [[[gi, gj], gk], gh] et... Quindi lo ontrollabilitáloale puo' essere dedotta direttamente dall'analisi dei vettori gi e loro parentesi diLie.� Informalmente parlando, maggiore e' il numero di parentesi di Lie he servono perottenere un nuovo vettore he non appartiene alla spazio generato da quelle preedenti,e piu' di�ile e' spostare lo stato da un punto all'altro. Ovviamente il termine di�ilee' lasiato volutamente vago. Quello he spesso suede e' he e' lo stato q(t) deve fareun perorso ampio per raggiungere lo stato desiderato �nale, sebbene q0 e qf sianoviini tra di loro. Si pensi per esempio al aso del parheggio di un'auto: per spostarilateralmente anhe di poo e' neessario muoversi prima in avanti e sterzare in unsenso, e poi muoversi all'indietro e sterzare nel verso opposto.
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