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14.1 Sistemi involutivi e sistemi olonomi

∆0(q) = span{g1(q), ..., gm(q)} (14.1)
∆i+1(q) = ∆i(q) ∪ span{[gj, v]}, v ∈ ∆i(q), j = 1, ...m (14.2)

∆i+1 ⊇ ∆i (14.3)Se si ha 
he
∆i+1 = ∆i ⇒ ∆i+2 = ∆i = ∆(q) (14.4)dove ∆(q) e' de�nita 
hiusura involutiva di g1, ...gm.De�nizione 14.1. ∆0(q) si di
e involutivo se ∆̄ = ∆0, 
ioé tutte le possibili parentesi diLie [gi, gj](q) appartengono allo spazio generato dai soli vettori gi(q) e quindi lo
almente e'
on�nato a muoversi in uno spazio di dimensione m.De�nizione 14.2. ∆(q) si di
e regolare se il rango é 
ostante per ogni q.Teorema 14.1. Se ∆0(q) é regolare e involutivo allora il sistema è olonomo.Teorema 14.2. Il sistema

q̇ = g1(q)u1 + . . . + gm(q)um (14.5)é lo
almente 
ontrollabile in q se ∆̄(q) = R
n.Si 
onsiderino due sistemi 
he sono giá stati studiati: uno olonomo e l'altro 
ompleta-mente anolonomo per veri�
are le proprietá enun
iate nei pre
edenti due teoremi.Esempio 1Si 
onsideri il sistema olonomo 
osí de�nito

x2 + y2 + z2 = 1
he equivale al vin
olo
h(q) = x2 + y2 + z2 − 1 = 014-1
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q =
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
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he signi�
a 
he tutti i punti sono vin
olati a rimanere sulla super�
ie di una sfera di raggiounitario. Si 
al
oli il vin
olo sulle velo
itá ottenendo
2xẋ + 2yẏ + 2zż = 0ossia aT =

[

x y z
] infatti aT q̇ =
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ẏ

ż
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 = 0. Il vettore a rappresenta ladirezione lungo la quale non 
i si puó muovere, risulta piú 
onveniente 
al
olare le direzioni
gi lungo le quali 
i si puó muovere ossia g1(q) e g2(q) tali 
he

aT g1(q) = 0

aT g2(q) = 0span {a, g1, g2} = R
3Si puó fa
ilmente veri�
are 
he
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3 ∀x, y, z 6= 01

Quindi g1 =


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.1In realtá basterebbe la 
ondizione q 6= 0, ma in questo 
aso bisognerebbe s
iegliere due vettori perpendi-
olari g1 e g2 in maniera diversa in base al valore 
he assume q. Si tratta 
omunque di un problema te
ni
odi s
elta di basi.
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Cal
oliamo quindi la parentesi di Lie

[g1, g2] =
∂g2

∂q
g1 −

∂g1

∂q
g2 (14.6)
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 = g12 ∈ span {g1, g2} (14.8)Ed é immediato osservare 
he aT g12 = 0 
ioé 
he g12⊥a e di 
onseguenza a ∈ span {g1, g2}.Qunidi abbiamo trovato 
he △0 = △1 = △ 
he 
i permette di 
on
ludere, per il teorema diFrobenius, 
he il sistema é olonomo (
osa 
he sapevamo giá).Esempio 2: L'uni
i
loConsideriamo ora un sistema 
he sappiamo essere anolonomo: l'uni
i
lo. Posto q =
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risulta
q̇ =
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u2 = g1u1 + g2u2Cal
oliamo ora la parentesi di Lie
[g1, g2] =

∂g2

∂q
g1 −

∂g1

∂q
g2 (14.9)
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=


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 = g12 (14.11)Ci si 
hiede a questo punto se g12 ∈ span {g1, g2}. A tale s
opo si 
ostruis
e la matri
e
A =

[

g1 g2 g12

]

=


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

Ne 
al
oliamo il determinante detA = cos2 θ + sin2 θ = 114-3
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e é massimo 
he signi�
a 
he i tre vettori 
olonna 
he la 
os-tituis
ono sono linearmente indipendenti e si puó 
on
ludere 
he △0 ⊂ △1 = △̄ = R
3 
hepermette di 
on
ludere, per il teorema di Choe, 
he il sistema 
onsiderato é 
ompletamenteanolonomo.14.2 Sistemi a 
atenaConsideriamo ora sistemi anolonomi detti `a 
atena' a m ingressi (noi 
onsidereremo soloil 
aso m=2) 
he possono essere rappresentati nel seguente modo

q̇ = g1(q)u1 + g2(q)u2 q ∈ R
ndove
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Si puó far vedere 
he� Il sistema é 
ompletamente anolonomo (STLC);� Ci si puó spostare da un punto generi
o q0 ad un altro qf nel seguente modo:1. Si spostano prima le prime due 
omponenti nella posizione �nale (banale) q0
1, q

0
2 →

q
f
1 , q

f
2 ;2. per ogni qk+2, k ≥ 1 si sposta q0

k → q
f
k utilizzando 
ome ingressi

u1 = a sin (2πt) u2 = b cos (2πkt)dove a e b devono soddisfare la seguente 
ondizione
q

f
k+2

− q0

k+2 =
( a

4π

)k b

k!Dunque prima si spostano una alla volta le prime due 
omponenti e su

essivamentesi spostano ad una ad una le altre. Nel far questo, per ogni k dell'algoritmo, tutte le
omponenti qi, 
on i = 1, . . . , k + 1 si spostano, ma alla �ne all'istante t = 1 ritornanodove le avevamo piazzate in pre
edenza. Le 
omponenti qi, 
on i = k +3, . . . , n, inve
enon ritornano al punto di partenza, ed é per questo motivo 
he si pro
ede spostandole 
omponenti partendo da quelle 
on l'indi
e piu' basso.14-4


