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16.1 Coordinazione e 
onsenso16.1.1 Considerazioni preliminari sul 
ontrollo 
oordinato nei prob-lemi di Rendez-vousNei 
ontrolli tradizionali generalmente si desidera stabilizzare il sistema e pilotarne lostato in una pre
isa 
on�gurazione pre
edentemente stabilita1.Nel 
aso di 
ontrollo 
oordinato per i problemi di Rendez-vous non sussiste inve
e lane
essità di portare lo stato ad una uni
a 
on�gurazione, bensì ad assumere un qualsiasielemento appartenente ad una 
lasse di 
on�gurazioni equivalenti. Tale impostazione delproblema 
omporta un 
ontrollo 
he stabilizza in modo sempli
e e non asintoti
o lo stato delsistema intorno al punto di lavoro. In questa lezione si introdu
e una 
ondizione su�
ienteper l'esistenza del 
ontrollore per questo tipo di problemati
a.16.1.2 Modello del Vei
oloSi immagini di voler pilotare in modo 
oordinato un insieme di N vei
oli gia
enti suun piano. Innanzitutto si de�nis
e il modello in forma di stato dell'i-esimo vei
olo 
omeun vettore monodimensionale zi, i = 1, . . . , N a valori 
omplessi: alla 
omponente realee a quella immaginaria vengano asso
iate rispettivamente la prima e la se
onda 
oordinata
artesiana. An
he se solitamente in questo tipo di appli
azioni i vei
oli ne
essitano di modelli
omplessi2, la dinami
a in questo frangente viene sempli�
ata per agevolare la trattazionedel problema di 
ontrollo. Nello spe
i�
o verrà adottato un modello a singolo integratore atempo dis
reto 
on ingressi 
omplessi:

zi(t + 1) = zi(t) + ui(t) (16.1)dove ui(t) è il vettore monodimensionale a valore 
omplessi degli ingressi all'istante t.Viene quindi ride�nita la dinami
a dello stato del sistema 
omposto di N vei
oli, generan-do il vettore di stato z =







z1...
zN





1Si 
onsideri per esempio il problema della regolazione delle us
ite del sistema ad un dato set point.2Ad esempio si trattano 
ome sistemi anolonomi.16-1



PSC Lezione 16 � Maggio 31 III Trim. 2006quello degli ingressi u =







u1...
uN





e, adottato il formalismo z(t + 1) = z+z(t) = z (16.2)ride�nendo la dinami
a del sistema:z+ = z+ u z,u ∈ C
N (16.3)E' possibile dimostrare 
ome il sistema ottenuto sia raggiungibile, 
ontrollabile3 e dead-beat.16.1.3 Struttura di Informazione e StatoOgni vei
olo del sistema agis
e in modo autonomo generando in modo indipendente ipropri ingressi di 
ontrollo; tuttavia tali ingressi non vengono generati retrazionando es
lu-sivamente dallo stato del singolo sottosistema `vei
olo'. Si ri
ordi infatti 
he non esiste unset point e 
he quindi gli ingressi verranno 
al
olati sfruttando tutta l'informazione possibilesulla 
on�gurazione del sistema nel suo 
omplesso. E' pertanto intrinse
a nella formulazionedel problema l'introduzione di `vin
oli' sulla e�ettiva possibilità di trasferire informazionetra i diversi agenti. In e�etti è verosimile pensare 
he non sempre sia presente un ponte di
omuni
azione tra tutti i vei
oli e 
he quindi sia ne
essario des
rivere istante per istante 
omel'informazione relativa allo stato del sistema sia disponibile a tutti gli agenti. Si introdu
eper tanto il 
on
etto di struttura d'informazione, 
he 
ongiuntamente allo stato fornis
e lades
rizione 
ompleta della 
on�gurazione del sistema. La struttura d'informazione, aggior-nata istante per istante, des
rive 
hi 
omuni
a 
on 
hi dando quindi signi�
ato al 
on
ettodi retroazione dallo stato, 
he potrà infatti essere 
onos
iuto 
ompletamente solo in presenzaun 
anale di 
omuni
azione 
he 
olleghi tutti gli agenti.Viene pertanto 
ostruito il grafo G = (V, E), dove V = {1, . . . , N} sono i verti
i, 
or-rispondenti agli agenti del sistema, e E = {aij i, j ∈ V } sono gli ar
hi non orientati 
hedes
rivino la 
onnettività tra gli agenti del sistema. Sarà proprio sulla struttura di questografo 
he verranno fatte ipotesi per assi
urare il su
esso della strategia di 
ontrollo. Si notiinfatti 
ome vi sia una stretta 
orrispondenza tra il struttura di G, ovvero tra gli elementidi E e la matri
e di retroazione K 
he genera i segnali di 
ontrollo se
ondo lau(t) = Kz(t)si osservi infatti 
he gli elementi Kij posso essere non nulli se e solo se i rispettivi ar
hi aijappartengono all'insieme E .3Il sistema si porta a 0 in un passo 
on u = −z 16-2



PSC Lezione 16 � Maggio 31 III Trim. 200616.1.4 De�nizione del Problema di ControlloSia assegnata la dinami
a del sistema 
omplessivo 
on retroazione dello stato:z+ = z+ u
= (I + K)z
= Pz (16.4)dove P sarà quindi la matri
e di aggiornamento in un passo per il sistema 
ontrollato.Il problema di 
ontrollo 
onsisterà quindi, generato il grafoG di struttura di informazione,nel trovare una matri
e K 
ompatibile 
on G tale 
he per il sistemaz+ = Pzvalga la

lim
t→+∞

z(t) = α1 (16.5)
on 1 =







1...
1





e α generi
o. Ci si pone quindi il problema della 
aratterizzazione della matri
e P e del grafo
G al �ne di stabilire le 
ondizioni per 
ui il problema di 
ontrollo ammette soluzione.Si introdu
e innanzitutto una 
ondizione ne
essaria su P a�n
hè il problema sia risolu-bile. Tale 
ondizione in sostanza esprime algebri
amente il fatto 
he se gli agenti si trovanogià in in una 
on�gurazione di rendez-vous essei non devono muoversi.Assumiamo pertanto 
he lo stato iniziale del sistema sia:z(0) =







α...
α






= α1
on α 
omplesso qualsiasi4. Si osservi 
he per avere z(1)=z(0), ovvero a�n
hè z(0) sia puntodi equilibrio sempli
emente stabile, deve essere

Pα1 = α1 (16.6)ovvero
P1 = 1Quindi 1 deve essere autovettore di P 
on autovalore 1:
1 ∈ λ(P )e1 = 1 (16.7)4Si noti 
he esso è una 
on�gurazione di rendez-vous.16-3
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omporta 
hiaramente 
he il sistema 
ontrollato dovrà risultare sempli
emente stabile enon asintoti
amente stabile 
ome solitamente ri
hiesto nella prati
a dei 
ontrolli tradizionali.16.1.5 Il Teorema di Peròn-FrobeniusSi introdu
e ora una 
ondizione su�
iente per la risolubilità del problema di 
ontrollo la
ua base risiede nel teorema di Peròn-Frobenius, 
he verrà dimostrato nelle prossime lezioni.Teorema 16.1. Se G(V, E) è fortemente 
onnesso allora ∃K 
ompatibile 
on G tale 
he
I + K ≥ 0

(I + K)1 = 1z(t) → α1La matri
e K si intende 
ompatibile 
on G se la matri
e P = (I + K) soddisfa la relazione
Pij 6= 0 ⇐ aij ∈ EIl teorema ha 
ome obiettivo quello di di
hiarare un insieme di matri
i di retroazione estrutture di informazione 
he permettono di 
aratterizzare il 
omportamento della su

es-sione {

P k
}

, k ∈ N e quindi della traiettoria del sistema nello spazio di statoz(t) = P tz(0)L'idea base è quella di ri
hiedere 
he P sia una matri
e sto
asti
a e 
he il grafo sia fortemente
onnesso: 
iò 
omporta 
he {

P k
}

, k > 1 sia una sotto-su

essione di matri
i positive. Lematri
i positive sono operatori lineari 
he agis
ono sul piano 
omplesso fa
endo 
ontrarre ilquadrante positivo in un sottoinsieme di misura nulla, permettendo quindi di 
on�nare nellospazio di stato l'evoluzione del sistema. Verrà dimostrato 
he tali matri
i hanno inoltre di-verse proprietà strutturali 
he permettono di 
aratterizzare i modi del sistema retroazionatoe le sue proprietà di 
onvergenza a partire dalla sola analisi della matri
e P . Verrà quin-di dimostrato il basilare teorema di Peròn-Frobenius da 
ui è stata ri
avata la 
ondizionesu�
iente ora enun
iata.Per le seguenti de�nizioni si 
onsiderino A,B ∈ R
n×m, x ∈ C

n.De�nizione 16.1. Si de�nis
e A ≥ B se ∀i, j : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m vale
Aij ≥ BijDe�nizione 16.2. Analogamente alla De�nizione 15.1 per le relazioni ≤, >,<.De�nizione 16.3. Si de�nis
e |A| la matri
e i 
ui elementi sono i moduli degli elementi di

A.
|A|ij = |Aij| ∀i, j : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m16-4



PSC Lezione 16 � Maggio 31 III Trim. 2006De�nizione 16.4. Si de�nis
ono min A e max A rispettivamente
min A = min Aij i, j : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

max A = max Aij i, j : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ mSi ride�nis
ono le norme 
he verranno in seguito utilizzate nelle dimostrazioni.De�nizione 16.5. Norma 1 per vettori
‖x‖

1
=

n
∑

i=1

|xi|De�nizione 16.6. Norma ∞ per vettori
‖x‖∞ = max |xi|De�nizione 16.7. Norma 1 indotta per matri
i

‖A‖
1

= max
‖x‖

1
=1

‖Ax‖
1De�nizione 16.8. Norma ∞ indotta per matri
i

‖A‖∞ = max
‖x‖
∞

=1

‖Ax‖∞De�nizione 16.9. Raggio spettrale Assegnata una matri
e positiva A si de�nis
e raggiospettrale di A, indi
ato 
on ρ(A), il maggiore dei moduli degli autovalori di A.
ρ(A) = max |λ| λ ∈ λ(A)Lemma 16.1. Sulle norme indotte.i) Sia aij l'elemento in posizione (i, j) di A matri
e positiva. Vale:

‖A‖∞ = max
i

∑

j

|aij| = max(A · 1)ii) Sia aij l'elemento in posizione (i, j) di A matri
e positiva. Vale:
‖A‖

1
= max

j

∑

i

|aij| = max(1T · A)Dimostrazione: Si dimostra solo la i), per la ii) si pro
ede infatti analogamente.16-5
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≥) Si prenda il vettore a norma 1 unitariax =







sign(ai1)...
sign(aiN)





Si noti 
om'è 
ostituito l'elemento i-esimo del vettore 
olonna generato dal prodotto
Ax:

(Ax)i =
∑

j

aij · xj =
∑

j

|aij|Ne dis
ende
‖A‖∞ ≥ ‖Ax‖∞ = max

i
|(Ax)i| ≥

∑

j

|aij| ∀ie quindi:
‖A‖∞ ≥

∑

j

|aij|

≤) Si prenda un vettore x a norma ∞ unitaria. Ri
ordando 
he |xj| ≤ 1, valgono lerelazioni:
‖Ax‖∞ = max

i
|(Ax)i| = max

i

∣

∣

∣

∣

∣

∑

j

aijxi

∣

∣

∣

∣

∣

≤ max
i

∑

j

|aij| · |xi| ≤ max
i

∑

j

|aij| ∀i

�Teorema 16.2. Sulla relazione tra raggio spettrale e norma di una matri
e. Sia A unamatri
e positiva, allorai) ρ (A) ≤ ‖A‖ii) limk→+∞

∥

∥Ak
∥

∥

1/k
= ρ (A)Dimostrazione: i) Sia v autovettore di A a norma unitaria 
on autovalore λ, allora:

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖ ≥ ‖Av‖ ≥ |λ| · ‖v‖ = |λ|ii) Si dimostra l'uguaglianza in due passi. A partire da i), appli
ata alla matri
e positiva
Ak e dal legame tra gli autovalori delle matri
i A e Ak, 
he 
omporta

ρ
(

Ak
)

= [ρ (A)]krisulta evidente la relazione:
ρ (A) ≤

∥

∥Ak
∥

∥

1/k16-6
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∥

∥Ak
∥

∥

1/k. Si 
ostruis
a ∀ǫ > 0 la matri
e B de�nita 
ome
B =

1

ρ (A) + ǫ
· AChiaramente il raggio spettrale di B è minore dell'unità e pertanto la su

essione {

Bk
}tente a 0 in tutte le topologie. Ovvero ∃ k :

∥

∥Bk
∥

∥ ≤ 1 ∀ k ≥ k.Pertanto ∀ǫ è de�nitivamente vera:
∥

∥Ak
∥

∥ ≤ (ρ (A) + ǫ)kovvero la
∥

∥Ak
∥

∥

1/k
≤ ρ (A) + ǫda 
ui

ρ (A) ≤
∥

∥Ak
∥

∥

1/k
≤ ρ (A) + ǫe quindi la tesi.

�Lemma 16.2. Sul raggio spettrale.
ρ(A) ≤ ‖A‖∞ = maxi

∑

j

|aij|

ρ(A) ≤ ‖A‖
1

= maxj

∑

i

|aij|Lemma 16.3.
ρ(A) ≤ ‖A‖∞ = maxi

∑

j

|aij|

ρ(A) ≤ ‖A‖
1

= maxj

∑

i

|aij|Ne 
onsegue 
he, 
onsiderando A ≥ 0 non negativa, sei) 1T A = δ1T , la somma delle 
olonne è 
ostanteii) A1 = δ1, la somma delle righe è 
ostante.allorai) ρ(A) = ‖A‖
1ii) ρ(A) = ‖A‖∞ 16-7
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onos
e ρ(A) ≤ ‖A‖∞. Si suppone 
he A abbia la somma delle righe
ostante e denotiamo la 
ostante 
on δ; 
ioè δ = ‖A‖∞. Allora e =







1...
1






soddisfa Ae = δe.Segue 
he δ ≤ ρ(A), da qui ‖A‖∞ ≤ ρ(A). Per la somma delle 
olonne, appli
hiamo lo stessometodo a AT .

�Lemma 16.4. Se 0 ≤ A ≤ B, allora ρ(A) ≤ ρ(B).Dimostrazione: Si dimostra 
he 0 ≤ A ≤ B

=⇒ 0 ≤ A2 ≤ B2

=⇒ 0 ≤ Ak ≤ Bk
=⇒

∥

∥Ak∥
∥

1
≤

∥

∥Bk∥
∥

1

=⇒
∥

∥Ak∥
∥

1/k
1

≤
∥

∥Bk∥
∥

1/k
1

=⇒ limk→+∞

∥

∥Ak∥
∥

1/k
1

≤ limk→+∞

∥

∥Bk∥
∥

1/k
1

=⇒ ρ(A) ≤ ρ(B).
�
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