
PSC: Progettazione di sistemi di 
ontrollo III Trim. 2006Lezione 17 � Giugno 1Do
ente: Lu
a S
henato Stesore: Enri
o Bandinu, Mattia Brus
hetta, Carlo Ma

hion,Enri
o Magon, Lu
a Parolini, Mi
hele Ni
ettoSi prosegue nella dimostrazione delTeorema 17.1. (Teorema di Frobenius) Data A > 0 si ha 
he:1. ∃ v > 0 tale 
he Av = ρ(A)v2. ∀ λ ∈ λ(A), λ 6= ρ(A) ⇒ |λ| < ρ(A)3. ρ(A) ha moltepli
itá algebri
a 1.Dalla pre
edente lezione sono note le seguenti a�ermazioni:1. ||A||∞ = max|A|1 e ||A||1 = 1T max|A|2. limk→∞ ||Ak||1/k = ρ(A) ≤ ||A|| valido per qualsiasi norma3. dato A ≥ 0 si ha 
he 1T A = ρ(A)1T ⇒ ρ(A) = ||A||1 e A1 = ρ(A)1 ⇒ ρ(A) = ||A||∞4. presi 0 ≤ A ≤ B ⇒ ρ(A) ≤ ρ(B)5. dato A ≥ 0 valgono min{A1} ≤ ρ(A) ≤ max{A1} e min{1T A} ≤ ρ(A) ≤ max{1T A},dove entrambe le prime disuguaglianze sono da veri�
areDimostrazione: Sia
A1 =






δ1...
δN




 
on δi ≥ 0 in quanto A ≥ 0, e �ssato δ = min{δi} si veri�
ano due 
asi:

δ = 0 ovvio, in quanto ρ(A) > 0

δ > 0 si 
ostruis
e allora la matri
e
D =






δ/δ1 · · · 0... . . . ...
0 · · · δ/δN




 ≤ I
he 
omporta 0 ≤ AD ≤ A ⇒ ρ(DA) ≤ ρ(A)17-1
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DA1 = D






δ1...
δN




 =






δ...
δ




e sfruttando l'a�ermazione 3 si ottiene 
he

ρ(DA) = ||DA||∞ = max{|DA|1} = δSi ha, per
iò 
he
ρ(DA) ≤ ρ(A) ⇒ δ ≤ ρ(A).

�Teorema 17.2. Se A > 0 allora esiste x > 0 tale 
he Ax = ρ(A)x.Dimostrazione: ρ(A) è autovalore di A, quindi esiste un x tale per 
ui Ax = λx 
on
|λ| = ρ(A).Si vuole allora dimostrare 
he A|x| = |λ||x|; infatti

ρ(A)|x| = |λ||x| = |λx| = |Ax| ≤ |A||x| = A|x|bisogna per
iò validare la maggiorazione 
on un'ugualianza, 
ioè dimostrare 
he
|
∑

aijxj| =
∑

|aij||xj|.Si de�nis
e a questo proposito Y = A|x| − ρ(A)|x| ≥ 0. Si osservi 
he quanto si vuoledimostrare, 
oin
ide 
on dimostrare la nullità del vettore Y . Posto:
z = A|x| > 0,si 
ostruis
e dunque la matri
e

Z =






z1 · · · 0... . . . ...
0 · · · zN




ottenendo

0 ≤ Ay = AZ − ρ(A)ZSe per assurdo fosse Y > 0, si avrebbe:
0 ≤ Ay − ρ(A)y| 6= 0seA(...) > 0

0 < AZ − ρ(A)Z17-2
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0 < Z−1(AZ − ρ(A)Z) = Z−1AZ1− ρ(A)1ma

ρ(A)1 < Z−1AZ1e quindi
min Z−1AZ1 ≤ ρ(Z−1AZ) = ρ(A)
on ρ(A) < min{Z−1AZ1} e questo porta ad un assurdo, e quindi ∃ x > 0 autovalore. �Bisogna ora dimostrare il gap spettrale, 
ioè 
he gli autovalori sono strettamente minoridi ρ(A).Teorema 17.3. ρ(A) è l'uni
o autovalore 
on | · | = ρ(A).Dimostrazione: Supponendo, per assurdo, 
he il punto non sia uni
o, sia λ tale 
he Ax =

λx 
on |λ| = ρ(A). Dal teorema 17.2 si ha 
he A|x| = ρ(A)|x|, 
ioè risulta un altro autovaloreper lo stesso autovettore, 
on |x| > 0.Valutando 
omponente per 
omponente si ottiene
ρ(A)|xi| =

∑

aij|xj|,e utilizzando i pre
edenti risultati si ri
ava 
he
|Ax| ≤ A|x| = ρ(A)|x|, 
on |Ax| = |

∑

aijxj|per
iò la 
omponente i-esima è minore o uguale a A|xi|, ma essendo
|
∑

aijxj| = |λxi| = ρ(A)|xi|,riassumendo si ha:
ρ(A)|xi| = |λxi|

= |
∑

aijxj| = ρ(A)|xi| (17.1)
=

∑

aij|xj|.L'ugualianza 17.1 è veri�
ata in quanto |
∑

ci| ≤
∑

|ci| sempre, ma se i valori sono allineati
ci = |ci|e

jϑ 
on la medesima fase allora si allineano, appli
ando al nostro 
aso si ha 
he
|
∑

aijxj| =
∑

|aijxj|quindi
aijxj = |aijxj|e

jϑ = aij|xj|e
jϑe questo impli
a 
he

xj = |xj|e
jϑ,17-3
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ioè gli xij sono allineati.Risulta allora
x =






x1...
xN




 =






|x1|...
|xN |




 ejϑ = |x|ejϑ
on autovalori 
he hanno lo stesso modulo del raggio spettrale.Sostituendo il risultato ottenuto x = |x|ejϑ in Ax = λx si avrà

A|x|
︸︷︷︸

|λ||x|=ρ(A)|x|

ejϑ = λ|x|ejϑ ⇒ |λ||x|ejϑ = ρ(A)|x|ejϑ = ρ(A) |x|ejϑ

︸ ︷︷ ︸

x

= ρ(A)xe in parti
olare 
he Ax = ρ(A)x, 
ioè λ = ρ(A). �In�ne l'ultimo risultato riguarda la moltepli
ità spettrale di ρ(A), 
ome des
ritto dalseguente teorema.Teorema 17.4. ρ(A) ha moltepli
ità geometri
a unitaria (
ioè ha un uni
o miniblo

o diJordan relativo all'autovalore).Dimostrazione: si 
onsiderino x e y autovalori, 
ioè Ax = ρ(A)x e Ay = ρ(A)y; 
ombi-nazioni lineari dei due autovalori αx + βy, α, β ∈ R risultano essere a loro volta autoval-ori. Considerando solo {α, β | αx + βy ≥ 0} si pongono 
ondizioni sui singoli valori, 
ioè
αxi + βyi ≥ 0, ottenendo un'intersezione di semipiani, 
ome rappresentato in Figura 17.1.

Figure 17.1.Sul bordo si ha 
he una delle 
omponenti è uguale a zero:
∃α, β|αx + βy = 0e si arriva ad un assurdo, infatti in questo 
aso non ho più autovettore e da questo si dedu
e
he deve essere ρ(A) uni
o. �Quella riguardo la moltepli
ità algebri
a è la dimostrazione 
he più 
i interessa per 
apire ladinami
a di Ak, 
he 
i servirà poi per la dinami
a dei vei
oli Z(t) = P tZ(0).17-4



PSC Lezione 17 � Giugno 1 III Trim. 2006Teorema 17.5. Presa A > 0, si 
onsideri un autovettore relativo all'autovalore ρ(A) tale
he Ax = ρ(A)x e si 
al
oli yT A = ρ(A)yT : normalizzando è possibile trovare yT x = 1 e 
onquesti autovalori normalizzati ottenere
lim
k→∞

(
ρ(A)−1A

)k
= xyT = L
on L di rango 1. Il moto dei vei
oli è dato allora da

P tZ(0) −→ xyT Z(0) ⇒ P1 = 1.Dimostrazione: Valutiamo le proprietà di L:
• Lk = x

1
︷︸︸︷

yT x

1
︷︸︸︷

yT x · · ·

1
︷︸︸︷

yT x yT = xyT = L matri
e idempotente.
• AkL = Ak−1AL = Ak−1

ρ(A)x
︷︸︸︷

Ax yT = Ak−1ρ(A)xyT = ρ(A)kL

• (A − ρ(A)L)k = Ak − ρ(A)kL dimostrabile per induzione.Si ha 
he
[
ρ(A)−1 (A − ρ(A)L)

]k
= ρ(A)−k

(
Ak − ρ(A)kL

)

=
(
ρ(A)−1A

)k
− Le dimostrando 
he [ρ(A)−1(A−ρ(A)L)]k → 0 si fa allora vedere 
he (ρ(A)−1A)

k
→ L, bisogna
ioè dimostrare 
he l'autovalore massimo di ρ (A − ρ(A)L) < ρ(A).Sia λ autovalore di A − ρ(A)L, 
ioè (A − ρ(A)L) v = λLv, noto 
he LA = ρ(A)L siottiene 
he

ρ(A)Lv − ρ(A)Lv = 0quindi Lv = 0 
he impli
a Av = λv. Ogni autovalore della nuova matri
e A − ρ(A)L èautovalore di A, per
iò
λ (A − ρ(A)L) ⊆ λ(A)e al massimo si ha 
he il raggio spettrale
ρ (A − ρ(A)L) ≤ ρ(A).Dobbiamo dimostrare 
he vale l'ugualianza.Supponendo, per assurdo, 
he
ρ (A − ρ(A)L) = ρ(A)
ioè
ρ(A) ∈ λ (A − ρ(A)L) ,17-5



PSC Lezione 17 � Giugno 1 III Trim. 2006e quindi risulta 
he x è autovettore relativo, per
iò
(A − ρ(A)L) x = ρ(A)xda 
ui segue

Ax − ρ(A) xyT

︸︷︷︸

L

x = ρ(A)xed in�ne
Ax − ρ(A)x = ρ(A)x,
ioè

Ax = 2ρ(A)x.Ma essendo Ax = ρ(A)x si arriva ad un assurdo, infatti x non può essere nullo. Il risultato�nale è 
he (
A

ρ(A)

)k

→ xyT
�De�nizione 17.1. (Matri
i doppiamente sto
asti
he) Si di
e 
he una matri
e P èdoppiamente sto
asti
a se vengono veri�
ate le seguenti 
ondizioni:

• P1 = 1
• 1T P = 1T .
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