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Si prosegue nella dimostrazione del

Teorema 17.1. (Teorema di Frobenius) Data A > 0 si ha che:

1.

J v > 0 tale che Av = p(A)v

2.V AeANA), N # p(A) = [N < p(A)

3.

p(A) ha molteplicita algebrica 1.

Dalla precedente lezione sono note le seguenti affermazioni:

1.

. limy oo || A¥|

|A]| oo = maz|A|1 e ||A]|; = 17maz|A|

|1k = p(A) < ||A]| valido per qualsiasi norma

. dato A > 0 si ha che 17A = p(A)1T = p(A) = ||A]|; e AT = p(A)1 = p(A) = ||A||

. presi 0 < A< B = p(A) < p(B)

dato A > 0 valgono min{ A1} < p(A) < maz{Al} e min{1T A} < p(A) < maz{17 A},
dove entrambe le prime disuguaglianze sono da verificare

Dimostrazione: Sia

01
Al = | : | con d; > 0in quanto A > 0, e fissato 6 = min{d;} si verificano due casi:
ON

d =0 ovvio, in quanto p(A) >0

6 > 0 si costruisce allora la matrice

5/6 - 0
D = : : <I
0 - &/dy

che comporta 0 < AD < A= p(DA) < p(A)
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5 5
DAI=D| : | =]
O 5

e sfruttando 1'affermazione 3 si ottiene che

p(DA) = || DAl = maz{| DAL} = 5

Si ha, percio che
p(DA) < p(A) = 5 < p(A).

Teorema 17.2. Se A > 0 allora esiste x > 0 tale che Az = p(A)z.

Dimostrazione: p(A) é autovalore di A, quindi esiste un z tale per cui Az = Az con

Al = p(A).

Si vuole allora dimostrare che A|z| = |A||x|; infatti
p(A)lz] = [Nz = [Az] = [Az] < [Al|lz| = Alz]
bisogna percio validare la maggiorazione con un’ugualianza, cioé dimostrare che
> g = laglla).

Si definisce a questo proposito Y = A|z| — p(A)|x| > 0. Si osservi che quanto si vuole
dimostrare, coincide con dimostrare la nullita del vettore Y. Posto:

z = Alz| > 0,
si costruisce dunque la matrice
21 0
Z =\ : :
0 ZN

ottenendo
0<Ay=AZ - p(A)Z

Se per assurdo fosse Y > 0, si avrebbe:
0 < Ay — p(A)y| # 0seA(...) >0
0<AZ — p(A)Z
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0< Z7NAZ — p(A)Z) = Z7VAZ1 — p(A)1

p(A)1 < Z7rAZ1

e quindi
min Z tAZ1 < p(Z7'AZ) = p(A)

con p(A) < min{Z 'AZ1} e questo porta ad un assurdo, e quindi 3 z > 0 autovalore. [

Bisogna ora dimostrare il gap spettrale, cioé che gli autovalori sono strettamente minori
di p(A).

Teorema 17.3. p(A) é I'unico autovalore con | - | = p(A).

Dimostrazione: Supponendo, per assurdo, che il punto non sia unico, sia A tale che Az =
Az con |A| = p(A). Dal teorema 17.2 si ha che A|z| = p(A)|x|, cioé risulta un altro autovalore
per lo stesso autovettore, con |z| > 0.

Valutando componente per componente si ottiene

p(A)lai| = aglay,
e utilizzando i precedenti risultati si ricava che
|Ax| < Alz| = p(A)la], con |Az| = | ) ayz]
percio la componente i-esima é minore o uguale a A|z;|, ma essendo

1> airg| = |hai| = p(A)lil,
riassumendo si ha:
p(A)lz| = |Azi
= > ayzi| = p(A)|z] (17.1)
= D aylzl.

L’ugualianza 17.1 ¢ verificata in quanto | > ¢;| < > |¢;| sempre, ma se i valori sono allineati
ci = |eile’” con la medesima fase allora si allineano, applicando al nostro caso si ha che

1> agal =) lag]
quindi
ay; = laiz;le’ = aigla;le’
e questo implica che

Tj = |‘Tj|€j197
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cioe gli x;; sono allineati.
Risulta allora
1 | 1]

T = : = : el = |x|ed?
TN zN|

con autovalori che hanno lo stesso modulo del raggio spettrale.
Sostituendo il risultato ottenuto x = |z|e?? in Ax = Az si avra

Ale] & = Male”” = [Nzle”” = p(A)|z]e”” = p(A) |z]e”’ = p(A)z
~—~ ——
[Al|z|=p(A)|x] x
e in particolare che Az = p(A)z, cioé A = p(A). O

Infine I'ultimo risultato riguarda la molteplicita spettrale di p(A), come descritto dal
seguente teorema.

Teorema 17.4. p(A) ha molteplicita geometrica unitaria (cioé ha un unico miniblocco di
Jordan relativo all’autovalore).

Dimostrazione: si considerino x e y autovalori, cioé Ax = p(A)x e Ay = p(A)y; combi-
nazioni lineari dei due autovalori ax + By, o, 3 € R risultano essere a loro volta autoval-
ori. Considerando solo {«, 3 | ax + By > 0} si pongono condizioni sui singoli valori, cioé
ax; + By; > 0, ottenendo un’intersezione di semipiani, come rappresentato in Figura 17.1.

\
\

bata

B

s alpha

Figure 17.1.

Sul bordo si ha che una delle componenti é uguale a zero:
do, Blax + By =0

e si arriva ad un assurdo, infatti in questo caso non ho piu autovettore e da questo si deduce
che deve essere p(A) unico. O

Quella riguardo la molteplicita algebrica é la dimostrazione che piu ci interessa per capire la
dinamica di A¥, che ci servira poi per la dinamica dei veicoli Z(t) = P'Z(0).
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Teorema 17.5. Presa A > 0, si consideri un autovettore relativo all’autovalore p(A) tale
che Az = p(A)z e si calcoli yT A = p(A)y”: normalizzando é possibile trovare y'z = 1 e con
questi autovalori normalizzati ottenere

lim (p(A)*lA)k =ay’ =1L

k—oo

con L di rango 1. Il moto dei veicoli é dato allora da
P'Z(0) — 2y’ Z(0) = P1 = 1.

Dimostrazione: Valutiamo le proprieta di L:
11 1
P N N N

o F=zylzyle - yTzy” = 2y” = L matrice idempotente.
p(A)x
PN

o AFL = AR TAL = ARV Az o7 = AR 1p(A)ay? = p(A)FL

o (A—p(A)L)" = A% — p(A)*L dimostrabile per induzione.

Si ha che

_ k -
[P(A)TH A= p(AL)]" = p(A)7" (A" = p(A)L)
— (p(A)'A)" - L
e dimostrando che [p(A)~1(A—p(A)L)]* — 0 si fa allora vedere che (p(A)*A)* — L, bisogna
cioé dimostrare che 'autovalore massimo di p (A — p(A)L) < p(A).
Sia A autovalore di A — p(A)L, cioé (A — p(A)L)v = ALv, noto che LA = p(A)L si

ottiene che
p(A)Lv — p(A)Lv =0

quindi Lv = 0 che implica Av = Av. Ogni autovalore della nuova matrice A — p(A)L ¢
autovalore di A, percio

A(A—=p(A)L) € A(A)
e al massimo si ha che il raggio spettrale
p(A—p(A)L) < p(A).

Dobbiamo dimostrare che vale I'ugualianza.
Supponendo, per assurdo, che

p(A=p(A)L) = p(A)

cioé

p(A) € A(A—=p(A)L),
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e quindi risulta che x & autovettore relativo, percio
(A=p(A)L)z = p(A)z
da cui segue
Az — p(A) zy" = = p(A)z
~~

L
ed infine

Az — p(A)z = p(A)z,
cioé

Ax = 2p(A)z.

Ma essendo Az = p(A)x si arriva ad un assurdo, infatti £ non puo essere nullo. Il risultato

k
\ A T
finale é che (M) — xy

O

Definizione 17.1. (Matrici doppiamente stocastiche) Si dice che una matrice P ¢é

doppiamente stocastica se vengono verificate le seguenti condizioni:

e P1 =1

o 17Pp =17,
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