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12.1 Sistemi dinamii on vinoli di veloitàSi è visto nelle lezioni preedenti ome il segnale di omando u(t) sia una ombinazionedi una parte derivante dal ontrollo in atena aperta, uff (t), e di una parte derivante dalontrollo in atena hiusa, ufb(t):

u(t) = uff (t) + ufb(t)È possibile shematizzare le aratteristihe dei due segnali nel seguente modo:- uff : atena aperta, uff (τ) on τ ∈ [t, +∞) ⇒ path-planning- ufb: atena hiusa, ufb(τ) on τ ∈ (−∞, t] ⇒ path-followingIl problema del ontrollo è quello di de�nire il segnale u(t) in modo tale da poter giungerealla on�gurazione �nale voluta, xf , partendo da una erta on�gurazione iniziale, x0. Nelaso di sistemi non lineari anhe questa rihiesta non è di faile attuazione. Vediamo a taleproposito un esempio he presenta dei vinoli di veloità sul sistema.EsempioConsideriamo la shematizzazione di un sistema he può muoversi su due ruote, riportatanelle due seguenti �gure:dove sono indiate le seguenti grandezze:- s: ruota sinistra;- d: ruota destra;- c.m.: entro di massa del sistema;- l: distanza tra il entro di massa e l'asse delle ruote;- r: raggio delle ruote;- vs: veloità della ruota sinistra;- vd: veloità della ruota destra; 12-1
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Fig. 12.1. Shema del sistema visto dall'alto (sinistra) e shema del sistema visto lateralmente (destra).- v: veloità del entro di massa;- ϑ: angolo tra l'asse x e la retta parallela all'inlinazione delle ruote passante per ilentro di massa.Si vuole eseguire un ontrollo sulla veloità angolare delle due ruote supponendo l'assenzadi slittamento, pertanto i segnali di ontrollo selti saranno i seguenti:
{

Φ̇d = u1

Φ̇s = u2dove on Φ̇i si sono indiate le veloità angolari delle ruote.Date le veloità angolari e onosendo il raggio delle ruote è immediato riavare le veloitàtangenziali:
{

vd = Φ̇dr

vs = Φ̇srA questo punto è possibile de�nire lo stato del sistema, he omprende la posizione del entrodi massa e l'orientazione del nostro sistema dinamio:
q =





x

y

ϑ



Per un approio sempli�ato è possibile onsiderare solamente le grandezze relative al entrodi massa, e ioè la veloità angolare e quella tangenziale, riavabili nel seguente modo:
ϑ̇ =

vd − vs

2l
=

r

2l
(u1 − u2) , ũ1

v =
vs + vd

2
=

r

2
(u1 + u2) , ũ212-2



PSC Lezione 12 � Maggio 18 III Trim. 2006I segnali ũ1 e ũ2 sono sostanzialmente degli ingressi virtuali he formalizzano l'idea di avereun'unia ruota, entrale al sistema, della quale possiamo omandare veloità e direzione. Sipuò pensare di avere "ompresso" le due ruote su una sola in orrispondenza al entro dimassa.Bisogna in�ne formalizzare anhe il vinolo di non slittamento e lo si può fare nel seguentemodo:
ẏ

ẋ
= tan ϑRisrivendo la preedente espressione ome di seguito:

ẏ cos ϑ − ẋ sin ϑ = 0è possibile mettere a onfronto i vinoli sulle veloità, he diono dove non i si può muo-vere, e il sistema dinamio assoiato, he india invee i possibili spostamenti, in una sortadi legame duale.Vinoli sulle veloità Sistema dinamio assoiato
ẏ cos ϑ − ẋ sin ϑ = 0 ⇐⇒







ẋ = ũ2 cos ϑ

ẏ = ũ2 sin ϑ

ϑ̇ = ũ1Si onsideri ora un generio stato q ∈ R
n relativo ad un sistema di interesse e si suppongahe quest'ultimo sia soggetto a dei vinoli:

ai(q) : R
n → R

n i = 1, . . . , k (k < n)

aT
i (q) · q̇ = 0Considerando un singolo vinolo del tipo sritto, esso sta a signi�are he non è possibile unmovimento lungo la retta rappresentante il vinolo stesso, ma è possibile il movimento su unpiano perpendiolare alla direzione della retta.Ovviamente il numero di vinoli determina tutta una serie di direzioni lungo le quali nonè possibile muoversi. Ad esempio, nel aso di due vinoli, i movimenti sono possibili ovunquetranne he sul piano de�nito dai due vettori relativi ai vinoli stessi.A questo punto i si può hiedere se i vinoli {ai(q) i = 1, . . . , k} obblighino a stare su unadeterminata super�ie. Ciò non è detto, perhè in realtà i vinoli su posizione e veloitàsono di tipo istantaneo, periò in un determinato istante un erto movimento può risultareproibito ma questo non pregiudia il raggiungimento di una qualsiasi on�gurazione �nale.Si pensi ad esempio al aso dell'automobile: uno spostamento laterale non è siuramenteonsentito ma, on un erto numero di manovre, è possibile portare il mezzo in una qualsiasiposizione. 12-3
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Fig. 12.2. Vinolo sulla veloitàSi avrebbero dei vinoli omplessivi sulla posizione se l'ipersuper�ie indotta da ai(q) fosserappresentabile nella forma h(q) = 0 e allora in questo aso non tutte le on�gurazionisarebbero raggiungibili dal sistema. Si nota quindi la di�erenza tra i due asi esaminati, onvinoli solamente sulle veloità e on vinoli anhe sulla posizione.Diamo ora una serie di de�nizioni formali utili per rendere questi onetti intuitivianalizzabili da un punto di vista matematiamente rigoroso.De�nizione 12.1. (SISTEMA OLONOMO) Un sistema si die olonomo se, dati k vinoli
{a1(q), . . . , ak(q)}, esistono k funzioni di questo tipo:

h1(q) = 0 . . . hk(q) = 0, hi : R
n → RLa de�nizione appena data equivale a dire he lo stato q appartiene ad una ipersuper�ie didimensione n − k immersa in uno spazio di dimensione n.Si noti he è possibile srivere le seguenti relazioni:

aT
i (q) =

∂hi(q)

∂q
⇒

d

dt
(hi(q)) =

∂hi(q)

∂q
· q̇ = 0In�ne un'importante osservazione da fare è he i vinoli sulla posizione impliano vinolisulla veloità ma non vale il vieversa.Si può ovviamente avere anhe un numero di vinoli inferiore a k, on sistemi relativi didiverso tipo:De�nizione 12.2. Dati i vinoli {a1(q), . . . , ak(q)} de�niti nel seguente modo:

aT
i (q) · q̇ = 0e onsiderate le funzioni h1(q) . . . hm(q), il sistema si die:12-4



PSC Lezione 12 � Maggio 18 III Trim. 2006- olonomo se m = k;- parzialmente anolonomo se 0 < m < k;- ompletamente anolonomo se m = 0.EsempioConsideriamo un sistema il ui stato debba appartenere alla super�ie di una sfera di raggiounitario.

Fig. 12.3. Super�ie sferia su ui è vinolato il sistemaLo stato del sistema periò può essere espresso nel seguente modo:
q =





x

y

z



 ∈ R
3Mentre il vinolo he impone l'appartenenza alla super�ie della sfera è espresso dalleequazioni:

x2 + y2 + z2 − 1 = h(q) = 0A questo punto, eseguendo la derivata dell'espressione h(q) si ottiene il vinolo sulla veloità:
d

dt
(h(q)) =

∂h(q)

∂q
· q̇

= aT (q) · q̇

= 2xẋ + 2yẏ + 2zż = 0Esprimendo il vinolo in forma vettoriale in�ne si giunge all'espressione riportata di seguito:
[

x y z
]

︸ ︷︷ ︸

aT (q)





ẋ

ẏ

ż





︸ ︷︷ ︸

q̇

= 0
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PSC Lezione 12 � Maggio 18 III Trim. 2006Si vede ome il vinolo h(q) = 0 sia stato in�ne espresso nella forma aT (q) · q̇ = 0.Si riporta ora il legame duale esistente tra vinoli e sistema di ontrollo assoiato a talivinoli nel aso generale.VINCOLI SISTEMA DI CONTROLLOASSOCIATO
ai(q) · q̇ = 0 i = 1, . . . , k DUALE gi(q), gi : R

n → R
n i = 1, . . . ,m

⇐⇒
q̇ = g1(q)u1 + . . . + gm(q)um ui ∈ RDirezioni dove non i si può muovere Direzioni dove i si può muovere(Iperpiano di dimensione k) (Iperpiano di dimensione m = n − k)Considerando tutti i k vinoli è possibile passare all'espressione matriiale:






aT
1 (q)...

aT
k (q)




 , AT (q) · q̇ = 0 dove: A(q) =

[
a1(q) . . . ak(q)

]
∈ R

k×nAvendo de�nito la matrie A è possibile vedere he le funzioni gi(q) appartengono allo spazionullo di questa matrie. Inoltre, dalla relazione aT
i · gj = 0 si può osservare ome il problemadi riavare le gj si ridua ad un problema di algebra lineare. In�ne, un'ultima onsiderazionesugli spazi in gioo è he, unendo lo spazio nel quale è possibile muoversi e quello nel qualenon i si può muovere si ritrova R

n:
span{a1, . . . , ak, g1, . . . , gn−k} = R

n
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