
PSC: Progettazione di sistemi di 
ontrollo III Trim. 2006Lezione 15 � Maggio 25Do
ente: Lu
a S
henato Stesori: Bortolato, Bustreo, Natali, Soliman, Viola, Zilio
15.1 Sistemi senza DriftRiprendiamo il sistema senza drift visto nella lezione pre
edente:

q̇ = g1(q)u1 + ... + gm(q)um
q ∈ R

n

u ∈ R
m m ≤ nDove le Parentesi di Lie 
orrispondono a:

[g, f ](q) = ∂f

∂q
g(q) − ∂f

∂q
f(q) g, f : R

n ⇒ R
m

∆0(q) = span{g1, ..., gm}

∆i+1(q) = ∆i ∪ span{[gj, v], j = 1, ...,m v ∈ ∆i}

⇓

∆i+1 = ∆i(q)

∆i+1 = ∆i ⇒ ∆i+h = ∆i = ∆̄ ∀h = 0, ..., jDa queste, si possono derivare le seguenti proprietà:1. ∆0(q) = ∆̄(q) ∀q ⇒ Sistema Olonomo2. ∆̄(q) = R
n ∀q ⇒ Sistema 
ompletamente anolonomo ⇒ ControllabileNel 
aso in 
ui non valga nessuna delle due proprietà appena elen
ate, il sistema èparzialmente anolonomo.
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PSC Lezione 15 � Maggio 25 III Trim. 200615.2 Sistemi in Catena a m ingressi (m=2)Ri
onsideriamo l'equazione del sistema per soli due ingressi:
q̇ = g1(q)u1 + g2(q)u2 q ∈ R

nEseguiamo ora una breve analisi per veri�
are 
he il sistema è 
ompletamente anolonomo.
g1 =















1
0
q2...

qn−1















g2 =















0
1
0...
0















[g1, g2] = 0 −















0 . . . . . . . . . 0
0 0 . . . . . . 0... 1 0 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1 0





























0
1
0...
0















=















0
0
−1...
0















= Adj1

g1g2

Ora viene de�nita Adjk+1

g1 utilizzando ripetutamente la 
omponente g1: questo è su�
ienteper dimostrare 
he si ottiene l'intero spazio R
n e di 
onseguenza la 
aratteristi
a di anolonomità.
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PSC Lezione 15 � Maggio 25 III Trim. 2006IngressiConsideriamo ora i seguenti ingressi:
u1(t) = a sin(2πt)
u2(t) = b cos(2kπt)Vediamo ora 
ome evolve il sistema:

Figura 15.1. Ingressi
q0

1 → q
f
1

q0

2 → q
f
2 (15.1)















q̇1 = u1

q̇2 = u2

q̇3 = q2u1

q̇4 = q3u2

u1 = a t = 1 ⇒ q1(1) = q0
1 + a = q

f
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q1(t) =

a

2π
(1 − cos(2πt)) + q1(0)

q2(t) =
b

2πk
sin(2kπt) + q2(0) (15.2)

q3(t) = q3(0) +

∫ t

0

asin(2πτ)

(

b

2kπ
sin(2kπτ) + q2(0)

)

dτ (15.3)Ri
ordando la formula di prostaferesi
sin α sin β =

cos(α − β)

2
−

cos(α + β)

2
(15.4)possiamo valutare il valore di q3(t) dopo un periodo, 
ioé in t=1:

q3(t) = q3(0) +

∫ t

0

ab

2kπ

[

cos (2π(k − 1)) τ

2
−

cos (2π(k + 1)) τ

2

]

dτ (15.5)Il primo termine sinusoidale si annulla per ogni k > 1, il se
ondo per ogni k ≥ 1 in quantoperiodi
i. L'uni
a situazione in 
ui non si annullano entrambi gli addendi dell'integrale si haquindi per k = 1, e risulta
q3(1) = q3(0) +

ab

4π
(15.6)La relazione 
he lega a e b é

{

a = 1

b = 4π(qf
3 − q0

3)
(15.7)

k 
ontrolla il termine qk+2. Il sistema viene detto a 
atena poi
hé il 
ontrollo viene propagatoin 
as
ata.
qh(t) =

1

2k+1

akb

(2π)k

1

k!
t + qk+2(0) + {termini periodici di periodo multiplo di 2π} (15.8)I termini periodi
i di periodo multiplo di 2 si annullano giá per t=1, quindi

q
f
k+2

(1) − qk+2(0) =
( a

4π

)k b

k!
(15.9)Teorema 15.1. Un sistema anolonomo senza drift 
on 2 ingressi ed n ≤ 4 puó sempre esseretrasformato in un sistema a 
atena. (Questo é il 
aso dell'automobile)Se n > 4 ed m > 2 esistono 
ondizioni ne
essarie e su�
ienti per determinare se unsistema puó essere trasformato in uno a 
atena. (Questo é il 
aso del tir 
on rimor
hio)15-4



PSC Lezione 15 � Maggio 25 III Trim. 200615.3 Esempio







ẋ = v cos θ

ẏ = v sin θ

θ̇ = ω

(15.10)






q1 , θ

q2 , x cos θ + y sin θ

q1 , x sin θ − y cos θ

(15.11)Si de�nis
ono due ingressi virtuali ausiliari:
{

u1 = ω

u2 = v − q3u1 = v − q3ω
(15.12)Risulta







q̇1 = θ̇ = ω = u1

q̇2 = ẋ cos θ + xθ̇ sin θ + ẏ sin θ + yθ̇ cos θ

= ẋ cos θ + ẏ sin θ − u1 (x sin θ − y cos θ)

(15.13)Dal sistema iniziale
v = v cos2 θ + v sin2 θ = ẋ cos θ + ẏ sin θ (15.14)

q̇3 = ẋ sin θ + xθ̇ cos θ − ẏ sin θ + yθ̇ sin θ

= ẋ sin θ − ẏ cos θ + u1 (x cos θ + y sin θ)
= (v cos θ sin θ − v sin θ cos θ) + u1q2

= q2u1

(15.15)dove nel se
ondo passaggio si é tenuto 
onto dell'uguaglianza x cos θ + y sin θ = q2.
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PSC Lezione 15 � Maggio 25 III Trim. 2006Abbiamo quindi veri�
ato 
he, dati (x, y, θ, v, ω) é possibile ri
avare fa
ilmente (q1, q2, q3, u1, u2)e vi
eversa:
(x, y, θ, v, ω) ⇔ (q1, q2, q3, u1, u2) (15.16)Infatti dagli







u1(t) t ∈ [0, T ]
u2(t) t ∈ [0, T ]
q1(t), q2(t), q3(t)

(15.17)trovati si possono ri
al
olare
v(t), ω(t) t ∈ [0, T ] (15.18)
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