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2.1 1l filtro di Kalman

11 filtro di Kalman ¢ definito come:

Erppert = B [mer1|Yo, -, Yor1] = E [zrg1|yesr, Y

dove Y* = (yp, ..., 91, 40). Vogliamo trovarne un’espressione ricorsiva che ne faciliti il calcolo
ad ogni passo.
L’espressione esplicita di E[X|Y] & facilmente calcolabile se X e Y sono due variabili
Yxx Xxy ]
Yyx vy |
Nel nostro caso consideriamo X = x;1|Y* e Y = 4,.1|Y*; ¢, quindi, necessario calcolare
le espressioni esplicite di:

aleatorie congiuntamente gaussiane e si conoscono le espressioni di px, py e {

px = Elzpa|Y"] (2.1)
py = E[yr|Y"] (2.2)
Potipp = Sxx = Var [zp|YV] (2.3)
Eyy = Var [ykJrl’Yk} (24)
EXY = E;’Z;X = Cov [$k+1,yk+1yyk} . (25)

da esse dedurremo 1'espressione dello stimatore ottimo come:
E[X|Y] = Zri1pir1 = T + SxvEyy Vet — Jrsjp) (2.6)

e la varianza dell’errore di stima come:

Yxly = Prgijpr1 = Yxx — Yxy vy Sy x (2.7)

Calcoliamo in forma esplicita i termini 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 ricordando che le medie di
prodotti di termini scorrelati sono nulle.

E [I]H_llyk} =E [A$k + wk|Yk] = AE [:L’MYIC} + E [wk|Yk} = Afikw = ‘%kz-l—l\k:

E [yrs1|Y*] = E [Capsr + v [Y*] = CE [24:1|Y*] + E [031 Y] = Clppape = C Ay,
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Var [opalV*] = | (21— @) (@1 = 2oap)” V] = P
— E | (A + wn — Afge) (Azg + wy — Adggy) " [Y*]
— AR | (wr — dr) (on — 2ip) " 1VE] AT+ AE [(g — dgp) ] [
TE [wy (a1 — xp) " [VF] AT + B [wp] V4]
= APy AT +Q

Var [ypn|Y*] = E [(yk+1 — riafe) (Ynsr — Iﬁk+1|k)T |Yk}
= B [(Crt + v = Gl (Conps + v = Gy VY]
= CE |(z1 = @) (w1 — Baap) V] CT + CB [(wr41 = dpsage) vEr [V
+E [vkﬂ (Zhsr — Freape) |Yk} CT + E [vpev],, [V]
= CPpCT + R

Cov (i1, yea|Y"] = E [(ﬂfkﬂ — Eppap) (Y1 — ?)k+1|k)T ’Yk}
= K [(Axk — Aj:k\k -+ wk) (CAl’k - CAJA}H]C + Uk+1 + ka)T ’Yki|
= AE [(C(]k — i’]ﬂk) (J]k - i’k|k)T |Yk} ATCT + E [wkw,ﬂY’“} OT

= AP ATCT 4 QCT
= PoypC’

Yk+1

Si deduce che, definito z = { Tkt ] , si ha:

; P PO
YR N Sk ] ks Y
b (Z| ) < [ Ca:k+1|k CPk+1\k Cpk+1IkCT +R
con:
Tryrje = Ak

Peiapp = AP AT +Q

Calcoliamo quindi:
p (kaJrl‘YkH) ~N (‘f:k+1\k+17 Pk+1|k+1)
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Sostituendo i termini calcolati nelle espressioni 2.6 e 2.7 si ottiene per lo stimatore ottimo:

N N -1
Prerrjert = Engapp + PeripCT (CPoyanC” 4+ R) ™ (k1 — Cigap)

che posto:
-1
Kit1ppr1 = ProsipC" (CPanC" + R)

diviene:
Trg1jkr1 = Thrae + Kpgiprr (yk+1 - C$k+1|k)

dove Kjqjp41 ¢ detto guadagno di Kalman. E per quanto riguarda I'errore di stima:

~1
Peiierr = Pevie — PoyipCT (CPioynCT + R) CPiap

Riassumendo le equazioni ricorsive del filtro di Kalman risultano essere:

Thpaperr = Teeapk + Keserr (U — Cgae) (2.8)
—1

Poipprr = Prsipp — PosipCT (CPapC" + R) ™ C Py (2.9)

Kipiirn = PosipC” (CPeyinCT + R) ™ (2.10)

con le condizioni iniziali:
JA70|,1 =E [27()] Po‘,l =Var [ZL‘Q] . (211)

Nel caso in cui la varianza dell’errore sia semplicemente semidefinita positiva, cioe’ R > 0,
le equazioni del filtro di Kalman possono essere generalizzate semplicemente sostituendo
I'operazione di inversa con quella di pseudoinversa:

Pievtprr = Pepape — PerapCT (CPeypCT + R)T CPrik (2.12)
Kpstjerr = PooipCT (CPonCT + R) (2.13)
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