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5.1 Filtro di Kalman a regimeSia dato il sistema lineare dinami
o

{

xk+1 = Axk + wk

yk = Cxk + vkdove wk e vk sono pro
essi i.i.d., tra loro in
orrelati, gaussiani a media nulla e varianzarispettivamente Q ed R. Inoltre lo stato iniziale sia
x0 ∼ N (x̄0, P0) (5.1)De�niamo inoltre, per sempli
ità di notazione, le seguenti matri
i:

Pk+1 := Pk+1|k P̃k+1 := P̃k+1|kL'equazione a 
ui soddisfa la varianza dell'errore di stima del �tlro di Kalman è
Pk+1 = APkA

T + Q − APkC
T (CPkC

T + R)−1CPkA
T = Φ(Pk) (5.2)mentre quella relativa a un �ltro stati
o 
on guadagno 
ostante K risulta

P̃k+1 = A(I − KC)P̃k(I − KC)T AT + Q − AKRKT AT = L(K, P̃k) (5.3)Si hanno allora le seguenti proposizioni.Proposizione 5.1. L'operatore L(K,P ) è monotono 
res
ente.Dimostrazione: Prese due matri
i P1 e P2 tali 
he P1 ≥ P2, allora risulta 
he
L(K,P1) − L(K,P2) = A(I − KC)(P1 − P2)(I − KC)T AT ≥ 0poi
hé per ipotesi P1 − P2 ≥ 0. �Proposizione 5.2. Date le matri
i K e P semide�nite positive, vale la seguente disug-uaglianza

L(K,P ) ≥ Φ(P )dove l'uguaglianza vale solo per K = KP = PCT (CPCT + R)−1.5-1
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a fa
ilmente per sostituzione 
he
L(K,P ) = Φ(P ) + (K − KP )(CPCT + R)(K − KP )Te dal fatto 
he il se
ondo termine e' sempre semide�nito positivo, segue la tesi. �Proposizione 5.3. Data la matri
e P ≥ 0, l'operatore Φ(P ) è monotono 
res
ente.Dimostrazione: Prese due matri
i semide�nite positive P1 e P2 tali 
he P1 ≥ P2, si ha 
he

Φ(P1) = L(KP1
, P1) ≥ L(KP1

, P2) ≥ Φ(P2)da 
ui segue per induzione la tesi. �Proposizione 5.4. Sia P0 = P̃0 = 0. Allora le su

essioni {Pk}k≥0 e {P̃k}k≥0 sono monotone
res
enti, quindi ammettono limite. Inoltre si ha 
he Pk ≤ P̃k,∀k ≥ 0 e ∀K.Dimostrazione: Dalle ipotesi risulta
P1 = Φ(P0) = Φ(0) = Q ≥ 0 = P0Essendo Pk+1 = Φ(Pk) e pro
edendo per induzione, dalla monotoni
ità dell'operatore Φsegue subito 
he

P0 ≤ P1 ≤ P2 ≤ . . . ≤ Pk.In modo analogo si dimostra il risultato per la su

essione {P̃k}k≥0 
onsiderato 
he
P̃1 = L(K, P̃0) = Q + AKRKT AT ≥ 0 = P̃0.Per ipotesi P0 ≤ P̃0, per 
ui per la Proposizione 5.2 si ha 
he

P1 = Φ(P0) ≤ L(K, P̃0) = P̃1.Per induzione segue la tesi. �Proposizione 5.5. Se la 
oppia (A,C) è rivelabile, allora le su

essioni {Pk}k≥0 e {P̃k}k≥0sono monotone superiormente limitate e quindi ammettono limite �nito.Dimostrazione: Dalla Proposizione 5.4 segue 
he basta veri�
are 
he esistono due matri
i
K ed M di dimensioni opportune tali 
he

P̃k ≤ M < ∞, ∀k ≥ 0.Poniamo quindi Ac := A(I − KC) ed Sk+1 := AcSkA
T
c . Risulta 
he ogni elemento l,m dellamatri
e Sk puo' essere s
ritto 
ome:

[Sk]lm = [(Ac)
kS0(A

T
c )k]lm =

∑

i

αlm
i λk
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PSC Lezione 5 � Aprile 28 III Trim. 2006dove i λi sono gli autovalori (modi) di Ac
1.Si ha quindi 
he

P̃k = Sk +
k

∑

h=1

(Ac)
hL(0)(AT

c )he 
ioe' ogni elemento della matri
e P̃k e' la somma di esponenziali i 
ui 
oe�
enti sono datidai modi della matri
e Ac. A�n
hé sia P̃k ≤ M , basta 
he Ac sia stabile. Per l'ipotesi dirivelabilità, esistono in�nite matri
i K ′ tali 
he (A−K ′C) è stabile. Resta ora da veri�
are
he tra queste matri
i K ′ ne esista una tale 
he l'equazione AK = K ′ ammetta soluzione. Se
A è invertibile, la soluzione esiste ed è uni
a. Se inve
e A non è invertibile, la dimostrazionee' un po' piu' 
omplessa. In prati
a e' possibile dimostrare 
he se K e' s
elta in modo taleda non spostare i modi nulli λi = 0, 
he ovviamente sono gia stabili, allora AK = K ′ hasoluzione. �Tutti i pre
edenti risultati possono essere riassunti nel seguente importante teorema:Teorema 5.1. Se la 
oppia (A,Q1/2) è stabilizzabile, allora esiste ed è uni
a la matri
e
P∞ > 0 tale 
he Pk → P∞, ∀P0 ≥ 0. Si ha inoltre 
he Φ(P∞) = P∞ e P̃k+1 = L(K∞, P̃k) →
P∞, 
on K∞ = P∞CT (CP∞CT + R)−1.5.2 Stimatore ottimo 
on perdita di pa

hettiConsideriamo ora il 
aso in 
ui le misure devono essere trasmesse attraverso un sistemadi 
omuni
azione digitale. A tal proposito, si fa

ia riferimento allo s
hema di Fig. 5.1 e siammetta 
he la rete di 
omuni
azione possa avere perdite di pa

hetti di dati. Vogliamostudiare 
ome si modi�
ano le equazioni del �ltro di Kalman in tale evenienza. Possiamoinizialmente pensare a due appro

i di gestione della perdita dei dati:1. utilizzare l'informazione ri
evuta al passo pre
edente per il 
al
olo della nuova stima

ye
k =

{

yk se il dato è arrivato
ye

k−1
altrimenti2. mantenere la stima pre
edente

ye
k =

{

yk se il dato è arrivato
0 altrimentidove 0 non è indi
e di misura nulla ma di assenza del dato.1Nel 
aso gli autovalori non fossero tutti distinti si avrebbero an
he modi del tipo kλ

k

i
, ma questo non
rea nessun problema all'analisi 
he segue 5-3
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Figura 5.1. S
hema generale di trasmissione delle misure attraverso una rete di 
omuni
azione.Ci limitiamo a 
onsiderare il se
ondo appro

io, in quanto dimostreremo essere ottimo, equindi si
uramente superiore al pre
edente. A tal s
opo de�niamo una nuova variabile (nota)
γk 
ome

γk =

{

1 se il dato è arrivato
0 altrimentiper 
ui risulta 
he

ye
k = γkyk = γkCxk + γkvk = Ckxk + ṽkdove Ck = γkC e ṽk = γkvk ∼ N (0, γkR).Il nuovo pro
esso da 
onsiderare è quindi

{

xk+1 = Axk + wk

ye
k = Ckxk + ṽk
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PSC Lezione 5 � Aprile 28 III Trim. 2006il quale è lineare tempo variante.Le equazioni del �ltro diventano le seguenti
x̂k+1|k+1 := E[xk+1|y

e
k+1, . . . , y

e
0, γk+1, . . . , γ0]

= Ax̂k|k + Kk+1(y
e
k+1 − CkAx̂k|k)

= Ax̂k|k + γk+1Kk+1(yk+1 − CAx̂k|k)

Pk+1|k = Pk+1 = APkA
T + Q − APkC

T
k (CkPkC

T
k + γkR)†CkPkA

T

= APkA
T + Q − γkAPkC

T (CPkC
T + R)−1CPkA

T

(5.4)
dove Kk+1 = PkC

T (CPkC
T + R)−1. Le equazioni sono state ottenute sostituendo le matri
i

Ck = γkC e Rk = γkR e ri
ordando 
he la pseudoinversa di una matri
e nulla e' la matri
enulla. Si noti 
he ora Pk+1 = Pk+1(γ0, . . . , γk) non è più deterministi
a ma è una v.a. 
hedipende dalla parti
olare realizzazione del pro
esso {γk} e quindi non ha più senso parlare di
onvergenza a una 
ostante. Si ha per
iò bisogno di de�nire un qual
he 
riterio per giudi
arele prestazioni del sistema.

5-5


