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6.1 Considerazioni sul �ltro di KalmanLa ovarianza d'errore del �ltro di Kalman Pk+1|k, he on un piolo abuso di notazioneindihiamo sempliemente on Pk+1, soddisfa l'equazione

Pk+1 = APkA
T + Q − APkC

T (CPkC
T + R)−1CPkA

T = Φ(Pk), (6.1)he gode delle seguenti proprietà:
• se la oppia (A,C) è rivelabile, allora:1. Pk

→ P∞ < ∞;2. il limite P∞ non è neessariamente unio, ioè può dipendere dalla partiolareondizione iniziale P0 ≥ 0.In tal aso il guadagno del �ltro Kk = PkC
T

(

CPkC
T + R

)−1 onverge al guadagno
K∞ = P∞CT

(

CP∞CT + R
)−1, anh'esso dipendente dalla partiolare ondizione iniziale

P0.
• se, inoltre, la oppia (A,Q

1

2 ) è stabilizzabile, allora:1. il limite P∞ è unio, ioè indipendente dalla ondizione iniziale P0 ≥ 0 onsiderata;2. P∞ è una matrie strettamente de�nita positiva (P∞ > 0);3. Pk onverge a P∞ in modo esponenziale, e la veloità di onvergenza è data dagliautovalori della matrie (A − K∞C).Naturalmente, in questo aso, anhe il limite K∞ a ui onverge il guadagno del �ltro èunio (indipendente, ioè, da P0). Sotto queste ipotesi, se si onsidera la varianza d'erroredello stimatore a guadagno statio on guadagno pari a K∞

P̃k+1 = A(I − K∞C)P̃k(I − K∞C)T AT + Q − AK∞RKT
∞AT = L(K∞, P̃k) (6.2)anh'essa onverge a P∞ per ogni ondizione iniziale P̃0 ≥ 0. E' vero quindi he lo stimatorea guadagno statio non è lo stimatore ottimo in quanto risulta P̃k ≥ Pk∀k, ma per tempisu�ientemente lunghi lo stimatore di Kalman e lo stimatore statio si omportano nellostesso modo. 6-1



PSC Lezione 6 � Maggio 3 III Trim. 20066.2 Prestazione dello stimatore ottimo on perdita di pa-hettiSi onsideri ora il seguente ontesto: le misure yk ottenute dal sistema
{

xk+1 = Axk + wk

yk = Cxk + vkvengono trasmesse attraverso una rete di omuniazione digitale, on la possibile perdita dialuni pahetti di dati. Si vuole riavare l'espressione di uno stimatore sotto queste ipotesi.Lo shema a ui si fa riferimento è rappresentato nella seguente �gura.Sono possibili diversi approi nell'a�rontare la perdita di un pahetto. Si analizzerà, in

Figura 6.1. Shema generale di trasmissione delle misure attraverso una rete di omuniazione.partiolare, il aso in ui nel bu�er viene memorizzato
ys

k =

{

yk se il dato è arrivato
0 altrimentiA tal �ne si de�nise la variabile binaria γk ome

γk =

{

1 se il dato è arrivato
0 altrimenti6-2



PSC Lezione 6 � Maggio 3 III Trim. 2006e si può srivere
ys

k = γkyk = γkCxk + γkvk = Ckxk + ṽkon Ck = γkC e ṽk = γkvk ∼ N (0, γkR). A questo punto il sistema si può risrivere nelseguente modo:
{

xk+1 = Axk + wk

ys
k = Ckxk + ṽkSi tratta di un sistema lineare tempo variante, per il quale è possibile srivere le equazionidel �ltro di Kalman, sostituendo la matrie Ck = γkC alla matrie C e la matrie Rk = γkRal posto della matrie R:̂

xk+1|k+1 := E[xk+1|y
s
k+1, . . . , y

s
0, γk+1, . . . , γ0]

= Ax̂k|k + Kk+1(y
s
k+1 − CkAx̂k|k)

= Ax̂k|k + γk+1Kk+1(yk+1 − CAx̂k|k)

(6.3)dove Kk+1 = Pk+1|kC
T (CPk+1|kC

T + R)−1.
Pk+1|k = Pk+1 = APkA

T + Q − APkC
T
k (CkPkC

T
k + Rk)

−1CkPkA
T

= APkA
T + Q − γkAPkC

T (CPkC
T + R)−1CPkA

T

= Φγk
(Pk)

(6.4)E' hiaro he se il pahetto non arriva a destinazione viene a manare il termine orrettivoprodotto dallo stimatore e la varianza dell'errore rese; se invee il pahetto arriva vienesottratto un termine e la varianza diminuise. Il nuovo operatore Φγk
, he dipende da Pk, per

γk = 1 oinide esattamente on il �ltro di Kalman, mentre per per γk = 0 è paragonabilea iò he suede in atena aperta. Quando si utilizza lo stimatore ottimo on perdita dipahetti (�g. 6.2) in base all'arrivo a meno del pahetto si alterna un operatore stabile
(Φ1) ad un operatore (Φ0) per il alolo della ovarianza di errore he non neessariamenteonverge (si pensi al aso in ui la matrie A è instabile).E' importante osservare he Pk = Pk(γ0, . . . , γk); Pk è quindi una variabile stoastia, hedipende dalla partiolare realizzazione, e per la quale non ha senso parlare di onvergenza nelsenso attribuitele preedentemente. Tuttavia è neessario osservare he per alolare Pk none' neessario onosere la statistia del proesso {γk}, ma solo la sua partiolare reliazzazione.Poihe' la ovarianza di errore e' una variabile stoastia, e' neessario de�nire un rite-rio in base al quale valutare le prestazioni di questo stimatore. E' importante, a tale sopo,individuare quando lo stimatore è stabile.Il onetto di stabilità può essere de�nito in vari modi. Tipiamente si onsidera uno stima-tore stabile se la varianza d'errore è sempre inferiore ad un valore �ssato (Pk < M,∀k); in6-3
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Figura 6.2.alternativa si può onsiderare ome indie di prestazione la media di Pk rispetto al proesso
{γk}, o anora la quantità Eγ

[

‖xk − x̂k‖
2
], he india quanto si disosta, in media, la sti-ma dal valore reale. La selta di uno di questi indii dipende dalla partiolare appliazioneonsiderata. Nel aso in esame si farà riferimento alla seguenteDe�nizione 6.1. Dato un proesso {γk} si die he lo stimatore è stabile in media quadra-tia se Eγ

[

Pk+1|k

]

< M < ∞.Bisogna quindi di alolare la quantità P̄k+1 := Eγ

[

Pk+1|k

] e veri�are se e sotto quali ipotesirisulta limitata. Si onsidera in partiolare il aso in ui il proesso {γk} sia un proesso diBernoulli, ioè γk ∼ B(λ). Quindi le variabili γk sono i.i.d., on P [γk = 1] = λ ∈ [0, 1]. Inbase all'espressione di Pk+1|k in 6.4 si alola
P̄k+1 := Eγ [Pk+1] = AEγ [Pk] A

T + Q − Eγ [γkg(Pk)] (6.5)on g(Pk) = APkC
T (CPkC

T + R)−1CPkA
T . Poihè {γk} è indipendente da Pk e quindi da

g(Pk) l'aspettazione del prodotto è pari al prodotto delle aspettazioni. Si ha periò:
P̄k+1 = AEγ [Pk] A

T + Q − Eγ [γk] Eγ [g(Pk)]

= AEγ [Pk] A
T + Q − λEγ [g(Pk)]

(6.6)Non è possibile riavare P̄k+1 in maniera espliita perhè g(Pk) è una funzione non linearedi Pk, quindi in genere Eγ[g(Pk)] 6= g (Eγ[Pk]). Si può omunque determinare se lo stimatore6-4



PSC Lezione 6 � Maggio 3 III Trim. 2006è stabile in media quadratia oppure no in maniera indiretta andando a studiare la stabilitàdi un �ltro on guadagno statio. Si onsidera ioé il seguente �ltro:
x̃k+1|k+1 = Ax̃k|k + γk+1K(yk+1 − CkAx̃k|k)on varianza d'errore

P̃k+1|k := P̃k+1 = E
[

(xk+1 − x̃k+1|k)(xk+1 − x̃k+1|k)
T |ys

k, . . . , y
s
0, γk, . . . , γ0

]

.Anhe P̃k risulta funzione dei vari γk, ioé P̃k = P̃k(γk−1, . . . , γ0). Si tratta, periò, di unavariabile stoastia tempo variante. Il nuovo stimatore non è ottimo per ui vale la relazione
Pk+1 ≤ P̃k+1 (6.7)e la stessa relazione vale anhe se si onsidera l'aspettazione rispetto al proesso {γk}. Si haioé

Eγ [Pk+1] ≤ Eγ

[

P̃k+1

] (6.8)Se si riese a alolare in maniera espliita Eγ

[

P̃k+1

]

:= P̆k+1, e si dimostra he P̆k+1 èlimitata (P̆k+1 < M) allora si può a�ermare he lo stimatore ottimo è stabile perhè vale
P̄k+1 = Eγ [Pk+1] ≤ Eγ

[

P̃k+1

]

= P̆k+1 < M (6.9)
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