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8.1 Stimatore ottimo 
on perdita di pa

hetti e ritardonell'arrivo8.1.1 Stimatore tempo varianteCome visto, nella trasmissione di dati attraverso una rete digitale al
uni pa

hetti ven-gono persi. Oltre alla perdita di dati si può veri�
are un ritardo 
asuale nell'arrivo deipa

hetti.Se il dato yt

k, dove k è l'istante in 
ui viene spedito e t il tempo 
orrente, viene ri
evuto
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Figura 8.1. Rete digitale per la trasmissione di datiqesto viene salvato in un bu�er (�gura (8.1)) nel posto giuto 
ioè nella posizione k-essima.Se il dato inve
e non arriva nella posizione k-essima viene inserito uno zero.In questo 
aso si può ride�nire la funzione gamma 
ome segue:
γt

k =

{

1 se il dato è arrivato entro t, k ≤ t
0 altrimenti (8.1)Data questa funzione si può ris
rivere il modello di stato :

{

xk+1 = Axk + wk k=1,. . . ,t
ỹt

k = γt
kCxk + γt

kvk = C̃t
kxk + ṽt

k

(8.2)
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on
x0 ∼ N (x̄0, P0)

wk ∼ N (0, Q)

ṽt
k ∼ N (0, γt

kR)

R > 0 Q ≥ 0Ora ad ogni passo t oltre al possibile dato inviato all'istante t stesso possono arrivare nuovidati spediti negli instanti pre
edenti.Per trovare quindi la stima x̂t|t ad ogni passo bisogna ri
omin
iare il 
al
olo dall'istante in-iziale �no all'istante t. Quindi de�nendo le seguenti variabili:
x̂t

k|h , E[xk|γ
t
h, . . . , γ

t
1, ỹ

t
h, . . . , ỹ

t
1, x̄0, P0] (8.3)

P t
k|h , E[(xk − x̂k|h)(xk − x̂k|h)

T |γt
h, . . . , γ

t
1, ỹ

t
h, . . . , ỹ

t
1, x̄0, P0] (8.4)si ottiene lo stimatore ottimo

P t
k+1|k = AP t

k|k−1A
T + Q − γt

kAKt
kCP t

k|k−1A
T = φγk

(P t
k|k−1) (8.5)
on P t

0|−1 = P0

Kt
k+1 = P t

k+1|kC
T (CP t

k+1|kC
T + R)−1 (8.6)

x̂t
k+1|k+1 = Ax̂t

k|k + γt
k+1K

t
k+1(ỹ

t
k+1 − CAx̂t

k|k) k = 1, . . . , t (8.7)
on x̂0|0 = x̄0Questo metodo 
omporta l'inversione di t matri
i ad ogni passo, quelle utilizzate per il 
al-
olo della Kt
k, e per
iò una 
omplessità 
omputazionale molto elevata.8.1.2 Stimatore tempo variante 
on bu�er �nitoCome detto il fatto di ri
al
olare ogni volta le matri
i partendo da x0 e P0 dà una 
om-plessità di 
al
olo alta per
hè bisogna invertire ogni volta t matri
i.Quando si può implementare la 
osa in maniera più e�
iente?Un miglioramento delle prestazioni si può avere se vale la seguente eguaglianza:

γt
k = γt−1

k ∀k, ∀t ≥ k + N (8.8)
ioè oltre un ritardo massimo N il valore della variabile γ non 
ambia più, in parole poverei pa

hetti arrivano 
on un ritardo massimo N oltre il quale non arrivano più.Di 
onseguenza si ha 
he lo stato stimato al tempo t è uguale a quello al tempo t-1 visto 
he8-2
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hetti, 
ioè si ha 
he:
x̂t

k|k = x̂t−1
k|k ∀k, ∀t ≥ k + N (8.9)

P t
k+1|k = P t−1

k|k−1 (8.10)In questo 
aso per
iò si può utilizzare un bu�er di N elementi (�gura (8.2)), inoltre non si
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Figura 8.2. Rete digitale per la trasmissione di datidevono più invertire t matri
i ma solamente N e 
ome dati iniziali si hanno non più P0 e x̄0ma P t
t−N |t−N e x̂t

t−N |t−N .L'equazioni dello stimatore ottimo risultano quindi essere:
P t+1

t−k+1|t−k
= AP t+1

t−k|t−k−1A
T + Q − γt+1

t−kAKt+1
t−kCP t+1

t−k|t−k−1A
T = (8.11)

= φγt−k(P
t+1
t−k|t−k−1) k = N, . . . , 0
on P t+1

0 = P t
t−N+1|t−N

Kt+1
t−k+1 = P t+1

t−k+1|t−k
CT (CP t+1

t−k+1|t−k
CT + R)−1 (8.12)

x̂t+1
t−k+1|t−k+1 = Ax̂t+1

t−k|t−k
+ γt+1

t−k+1K
t+1
t−k+1(ỹ

t+1
t−k+1 − CAx̂t+1

t−k|t−k
) (8.13)
on x̂t+1

0|0 = x̂t
t−N+1|t−N+1Lo stimatore de�nito dalle equazioni e' ottimo a pres
indere dalle statisti
he di arrivo deipa

hetti, ma solamente dalla parti
olare realizzazione avuta �no all'istante t.Ovviamente la prestazione del sistema dipende dalle statisti
he di arrivo dei pa

hetti.Se queste sono note si puo' appunto pensare di 
al
olare o�-line delle stime di prestazionemedie. L'aspettazione della prestazione dello stimatore E[P t

t+1|t] e' in genere non fa
ilmente
al
olabile, tuttavia e' possibile ottenere dei limiti superiori tramite la prestazione di un �ltro
on guadagni 
ostanti des
ritto nella prossima sezione, in modo simile a quello 
he era statofatto nel 
aso del modello 
on ritardo nullo ma perdita di pa

hetti se
ondo un pro
esso diBernulli. 8-3
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on guadagni 
ostantiNel 
aso in 
ui le statisti
he di γt
h siano stazionarie e i.i.d, si utilizza la funzione di prob-abilita' λh de�nita 
ome

λh , P[τk ≤ h] h = 1, . . . , Ndove τk è il ritardo del pa

hetto k-esimo.In �gura (8.3) è riportato un esempio dell'andamento della λh in funzione del ritardo h.Dal gra�
o si vede 
he ovviamente dopo N passi la λh rimane 
ostante e non arriva mai a

Figura 8.3. Esempio della funzione di probabilità al variare dell'istante huno, questo signi�
a 
he 
'e' una probabilita' di perdita del pa

hetto data da:
λloss , P[τk = ∞] = 1 − sup{λh|h ≥ 0}An
he avendo un bu�er limitato di N elementi puo' su

edere 
he sia an
ora troppooneroso l'inversione delle matri
i per il 
al
olo della Kt

k−N+1. Per ovviare a questo problemasi possono utilizzare delle matri
i Kk 
ostanti 
on k = N, . . . , 0, 
ioe' 
on la matri
e K 
hevaria in base alla posizione 
he o

upa nel bu�er.Le nuove equazioni dello stimatore sono quindi:
P t+1

t−k+1|t−k
= AP t+1

t−k|t−k−1A
T + Q − γt+1

t−k+1AKkCP t+1
t−k|t−k−1A

T = (8.14)
= φγk−N(P t+1

k−N |k−N−1) k = N, . . . , 0
on P t+1
0 = P t

t−N+1|t−N

x̂t+1
t−k+1|t−k+1 = Ax̂t+1

t−k|t−k
+ γt+1

t−k+1Kk(ỹ
t+1
t−k+1 − CAx̂t+1

t−k|t−k
) (8.15)
on x̂t+1

0|0 = x̂t
t−N+1|t−N+1Per trovare i Kk ottimi bisogna prima risolvere la seguente equazione:

SN
∞ = φλN

(SN
∞) ⇒ KN

∞ = CSN
∞(CSN

∞CT + R)−18-4
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are le iterazioni
SN−1
∞ = φλN−1

(SN)
∞ ⇒ KN−1

∞ = CSN−1
∞ (CSN−1

∞ CT + R)−1

SN−2
∞ = φλN−2

(SN−1
∞ ) ⇒ KN−2

∞ = CSN−2
∞ (CSN−2

∞ CT + R)−1...
S0
∞ = φλ0

(S−1
∞ ) ⇒ K0

∞ = CS0
∞(CS0

∞CT + R)−1

8.2 Stimatori 
on ingressiNel 
aso di un sistema 
on ingressi il modello di stato puo' essere s
ritto 
ome segue:
{

xk+1 = Axk + Buk + wk k=1,. . . ,t
yk = Cxk + vk

(8.16)(8.17)
x0 ∼ N (x̄0, P0)

wk ∼ N (0, Q)

vk ∼ N (0, R)

R > 0 Q ≥ 0La stima dello stato x e la varianza d'errore di stima devono per
io' essere ride�nite 
omesegue:
x̂k|h , E[xk|y1, . . . , yh, u1, . . . , uh] 
on k ≥ h (8.18)
Pk|h , E[(xk − x̂k|h)(xk − x̂k|h)

T |y1, . . . , yh, u1, . . . , uh] (8.19)Lo stimatore ottimo quindi risulta essere
x̂k+1|k+1 = Ax̂k|k + Buk + Kk+1(yk + 1 − CAx̂k|k) (8.20)Dove le matri
i Pk|k e Kk sono 
al
olate allo stesso modo visto per un sistema senza ingressi.Le 
ose importanti di 
ui tenere 
onto sono due:1. La 
ovarianza d'errore dello stimatore e' indipendente da {u1, . . . , uk}2. Si presuppone la 
onos
enza degli {uk} passati8-5


