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11.1 Controllo ottimo LQGConsideriamo il sistema lineare:

xk+1 = Axk + Buk + wk

yk = Cxk + vk

(11.1)dove wk ∼ N(A,Q) e vk ∼ N(0, R) sono rispettivamente gli errori di modello e di usita.Sia inoltre
JT = E[

T−1
∑

k=0

(xT
k Wxk + uT

k Uuk) + xT
T WT xT ] (11.2)la funzione osto, on W,U,WT matrii quadrate semide�nite positive.Il problema onsiste nella selta degli ingressi uk he rendono minimo il funzionale JT ,ovvero:

J∗
T (x0) = min

uk

JT (x0, u0, . . . , uT−1) (11.3)Si dimostra he valgono le seguenti:
J∗

T (x0) = E[xT
0 S0x0] +

T−1
∑

k=0

(tr(Sk+1Q) + tr((AT Sk+1A + W − Sk)Pk|k))

Sk = AT Sk+1A + W − AT Sk+1B(BT Sk+1B + U)−1BT Sk+1A

ST = WT

Pk|k = Pk|k−1 − Pk|k−1C
T (CPk|k−1c

T + R)−1CPk|k−1A
T

Pk+1|k = APk|k−1A
T + Q − APk|k−1C

T (CPk|k−1C
T + R)−1CPk|k−1A

T

u∗
k = Lkx̂k|k , Lk = −(BT SkB + U)−1BSkA

x̂k+1|k+1 = Ax̂k|k + Buk + Kk+1(yk+1 − CAx̂k|k)

(11.4)
In de�nitiva per il ontrollo ottimo LQG vale il prinipio di separazione, nel senso he sipuò sindere il problema in due sotto problemi, rispettivamente la risoluzione di un lassioontrollo LQ e di un �ltro di Kalman. Naturalmente le matrii Lk e Kk sono tempo-varianti.
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PSC Lezione 11 � Maggio 17 III Trim. 2006Sotto opportune ipotesi di ontrollabilità e di rivelabilità delle matrii del sistema valgonole seguenti proprietà di onvergenza:
J∗
∞ = lim

T→∞

1

T
J∗

T = lim
k→∞

E[xT
k Wxk + uT

k Uuk]

= tr((AS∞AT + W − S∞)P∞)

Sk → S∞

Lk → L∞

Pk|k → P∞

Kk → K∞

(11.5)
In tal aso a regime otteniamo il sistema lineare tempo-invariante:

x̂k+1|k+1 = Ax̂k|k + Buk + K∞(yk+1 − CAx̂k|k)

uk = L∞x̂k|k

(11.6)11.2 Controllo in feed forward e ontrollo in retroazioneCi si potrebbe hiedere ome mai nell'ambito dei ontrolli sia osì di�usa la tenia delontrollo in retroazione (detto anhe ontrollo in atena hiusa); si erherà di hiarirlo on-siderando un sempliissimo sistema:

Figura 11.1.on A ∈ R, u(t) ingresso di ontrollo, x(t) stato del sistema.Sia r(t) il segnale di riferimento da inseguire, nello spei�o un gradino unitario appliatoall'istante zero.Come si può segliere il segnale di ontrollo u(t) a�nhè lo stato del sistema inseguail riferimento, ioè a�nhè sia x(t) = r(t)? Una selta immediata e abbastanza semplieonsiste nel porre:
uff (t) =

1

A
r(t) (11.7)11-2
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Figura 11.2.Con l'appliazione di questo ingresso di ontrollo, he viene detto Controllo in feed forwardo in atena aperta, l'obiettivo è perfettamente raggiunto:Ma questo approio non è sempre la soluzione migliore, e omporta una serie di rishi;

Figura 11.3.primo fra tutti he il modello a disposizione non desriva esattamente quello reale, ma se nedisosti di una quantità pari a ∆.In questo aso la funzione di trasferimento tra x(t) e r(t) diventa:
x(t) =

A + ∆

A
r(t) = (1 +

∆

A
)r(t) (11.8)Da questa inertezza sul modello deriva un errore sull'inseguimento della traiettoria, mostratoin �gura:Eo perhè quello he si segue solitamente è l'approio del ontrollo in retroazione (oontrollo in atena hiusa): si onsidera istante per istante l'errore tra l'usita del sistema e11-3
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Figura 11.4.

Figura 11.5.il riferimento e, in questo esempio spei�o, lo si orregge tramite un integratore.
ufb(t) =

KI

s
(r(t) − x(t)) (11.9)La funzione di trasferimento tra x(t) e r(t), nel dominio della trasformata di Laplae, diventa:

X(s) =
KIA

s

1 + KIA

s

R(s) =
1

τAs + 1
R(s) (11.10)on τA = 1

KIA
. 11-4



PSC Lezione 11 � Maggio 17 III Trim. 2006L'usita del sistema all'appliazione del solito gradino unitario è quella rappresentata in�gura:on una prontezza he è proporzionale a τA.

Figura 11.6.Con la tenia del ontrollo in retroazione, in presenza di inertezze sul modello, iò hevaria è solo la veloità on ui l'usita del sistema raggiunge il riferimento, ma esso verrà inogni aso raggiunto. La tenia del ontrollo in retroazione, quindi, permette di ompensareeventuali inertezze sul modello, presentando un unio svantaggio, la lentezza, rispetto alontrollo in feed forward (he è invee immediato). Sembrerebbe, allora, he il ontrollo inretroazione sia sempre la soluzione migliore da adottare; ma non è sempre osì. In riferimen-to al solito esempio, si onsideri il seguente shema:L'ingresso di ontrollo questa volta è la somma di due ontributi:

Figura 11.7.11-5
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u(t) = uff (t) + ufb(t) (11.11)Il sistema, on una erta inertezza sul modello, ome si omporterà all'appliazione delgradino unitario? Se i fosse solo il ontrollo in atena aperta si avrebbe un errore a regime;se i fosse solo il ontrollo in retroazione (partendo da una ondizione iniziale più lontanarispetto al riferimento) si avrebbe una risposta più lenta.L'idea, quindi, è he il ontrollo ottimo sia una ombinazione di ontrollo in retroazione e di

Figura 11.8.ontrollo in atena aperta. Quest'ultimo, riguardando in un erto senso 'il futuro' permettedi ottimizzare la prestazione; quello in atena hiusa, riguardando 'il passato', permette diompensare errori o disturbi imprevisti. Si vedrà ome nell'ambito dei sistemi anolonomirealizzare anhe solo il ontrollo in atena aperta presenta notevoli di�oltà.11.3 Classi�azione dei sistemi anolonomiI sistemi anolonomi appartengono alla più ampia lasse dei sistemi non lineari:
q̇ = f(q, u),in ui q ∈ R

n rappresenta il vettore di stato, u ∈ R
m il vettore degli ingressi ed f è unafunzione non lineare.In partiolare, i sistemi anolonomi sono sistemi non lineari aratterizzati da vinoli del tipo:

bi(q, q̇) = 0 (11.12)on bi : R
n
× R

n
→ R, i = 1, . . . , k.Si onsideri, a tal proposito, il sistema

{

q̇1 = u

q̇2 = u311-6



PSC Lezione 11 � Maggio 17 III Trim. 2006per il quale risulta q̇2 − (q̇1)
3 = 0. Tale vinolo è del tipo espresso in 11.12, per ui il sistemaonsiderato è un sistema anolonomo.Una partiolare lasse dei sistemi anolonomi è rappresentata dai sistemi soggetti a vinolipfa�ani. Tali vinoli sono del tipo:

aT
i (q) · q̇ = 0 (11.13)on ai : R

n
→ R

n, i = 1, . . . , k. Si onsideri, ad esempio, una ruota he non può slittare ehe quindi può muoversi solo lungo una pre�ssata direzione, ome rappresentato in �g. Se

Figura 11.9.si india on (x, y) il punto di ontatto tra la ruota e il piano x-y, la ondizione di assenzadi slittamento risulta essere:
ẏ

ẋ
= tan(ϑ)o, equivalentemente

ẏ cos ϑ − ẋ sin ϑ = 0Considerando, allora, ome stato del sistema il vettore
q =







x

y

ϑ
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PSC Lezione 11 � Maggio 17 III Trim. 2006la preedente equazione si può srivere ome
[

− sin ϑ cos ϑ 0
]

·









ẋ

ẏ

ϑ̇









= aT
1 · q̇ = 0,ioè il vinolo è di tipo pfa�ano.I vinoli di tipo pfa�ano sono quelli he derivano dal movimento di ruote (in assenza dislittamento) e dalla onservazione del momento angolare.Esistono due sottolassi dei sistemi anolonomi on vinoli pfa�ani: i sistemi senza drift e isistemi on drift. I sistemi senza drift sono desritti da un'equazione del tipo:

q̇ = g1(q)u1 + . . . + gm(q)um,on ui ∈ R e gi : R
n
→ R

n, i = 1, . . . ,m. Naturalmente, per qualhe ombinazione degliingressi risulta q̇ = 0 il sistema non si sposta dallo stato attuale. Per tale ragione questisistemi vengono hiamati senza drift, ioè senza movimento. I sistemi on drift sono inveerappresentati dalla seguente equazione:
q̇ = f(q) + g1(q)u1 + . . . + gm(q)um.Si può dimostrare he ogni sistema non lineare è rappresentabile ome un sistema on drift.Dato, infatti, il generio sistema ẋ = f(x, u) è possibile introdurre la nuova variabile di stato:

q =

[

x

v

]

,on v = u. Si può srivere quindi:̇
q =

[

f(x, v)

0

]

+

[

0

I

]

v,ed il sistema osì ottenuto è un sistema on drift. I sistemi senza drift possono essere a lorovolta distinti in sistemi del primo ordine e sistemi in atena. I primi sono rappresentabili nelseguente modo:
q̇ = u

Ẏ = q · uT
− u · qTon Y ∈ SO(m); i seondi, invee, sono desritti dalla seguente equazione:

q̇ = g1 · u1 + g2 · u211-8
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g1 =
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Lo shema in �g. riassume la lassi�azione dei sistemi anolonomi desritta.

Figura 11.10.
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