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9.1 Controllo ottimo Lineare Quadratico (LQ)

Un metodo molto usato per determinare gli ingressi da applicare al sistema che si intende controllare & quello
noto come Controllo Ottimo; a differenza di altri (ad es. ’allocazione empirica degli autovalori del sistema
retroazionato), questa tecnica consente di determinare la sequenza di segnali di controllo ottima in relazione
ad una specifica funzione di costo precedentemente definita, la quale assume il significato di metrica (ad es.
tempo, energia, etc) secondo cui intendiamo minimizzare 1’azione di controllo nell’intervallo di tempo [0, T7.

Indicando, al solito, con xp4+; = Az + Buy 'aggiornamento dello stato del sistema da controllare, un
opportuno indice di costo (anche detto funzione obiettivo, mutuando la terminologia dalla programmazione
dinamica) ¢ il seguente:

T-1
Jr = Z (xfok + uZUuk) + s War (9.1)
k=0
w 0 X1 U 0 uo
:[9:? x%] . +[u§ u%_l}- ‘ +ngw0
0 %% xr 0 U UT—1

Essendo, per definizione della funzione, le matrici W ed U semidefinitive positive, i termini che com-
pongono l'indice che ci si propone di minimizzare rappresentano quindi, durante 'intervallo considerato, lo
scostamento dello stato dallo stato a regime e la spesa in termini di ingressi di controllo. A seconda della
scelta delle matrici, si possono quindi pesare differentemente questi fattori a seconda di specifiche e vincoli
da rispettare nella progettazione del sistema di controllo.

Ricordando che
xr1 = AIO + BUO
To = Alﬂl + BU1 = A2x0 + ABUO + BU1

T = ATI‘O + AT_IB’LLO +...4+ Bup_1
possiamo scrivere

di modo da poter convenientemente esprimere l'indice di costo (9.1) nella seguente forma:

Jr = u' FTWFu +u" FTWGx + 2l GTWFu + 2 GTWGxo + xoWxo +u’ Uu (9.2)

La funzione 9.2, dipendente dalla condizione iniziale z (fissata) e dagli ingressi ug,...,ur—1 (da de-
terminare), viene minimizzata dalla sequenza di ingressi ug, ..., uk_; che annulla la derivata rispetto agli
ingressi stessi, essendo
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OJr
* * .
(ugs- .- up_y) = argmin, . Jr(ug,...,up_1,x0) & —— =0

ou

In particolare, dato che

dJr g TIi7 77 TTi7,
u

I'ingresso di controllo ottimo, che minimizza il funzionale di costo, & dato da’

u = — (FTWF+0) " F'WGa, 9.3)
Possiamo notare che, in questa forma, il calcolo della sequenza di ingresso ottima dipende unicamente
dallo stato iniziale: tra gli svantaggi che cido comporta ci sono la necessita di dover ricalcolare tutta le sequenza
in caso di cambiamento delle condizioni iniziali, e la natura in catena aperta della legge di controllo che ne
deriva; eventuali disturbi che modifichino lo stato del sistema durante U'intervallo [0, 7] non sono tenuti in
considerazione, dipendendo l'ingresso dalle soli condizioni iniziali.
Vediamo ora un metodo per calcolare in maniera ricorsiva la sequenza di ingresso ottima, metodo che
porge una formulazione della stessa che si presta ad essere realizzata facilmente mediante retroazione dallo
stato (e quindi con i vantaggi derivanti da una legge di controllo in catena chiusa).

9.2 Metodo della funzione a costo minimo

Per risolvere in modo ricorsivo il problema della minimizzazione della funzione costo (9.1), si usa il metodo
della funzione a costo minimo, che é basato su Programmazione Dinamica.

Conoscendo il costo all’istante k, pari a c¢(zg,ur), e dovendo minimizzare la somma dei costi scegliendo
opportunamente gli {ug}, posso esprimere il costo ottimo nell’intervallo [k, T] in funzione del costo ottimo
nell’intervallo [k + 1, T:

Vi (zg) = n&in {c(xk, ug) + Vk*-',-l(xk""l)} = muin {c(xk, ur) + Vi (f(g, Uk))} (9.4)
Nel nostro caso, la f(ug,x) & 'equazione di aggiornamento dello stato
Tpy1 = Az + Buy (9.5)
mentre il costo di un passo é pari a
c(x, up) = xf Wy 4+ uf Uuy, (9.6)
quindi la funzione a costo minimo risulta
Vi () = min {af Wak + uf Uug, + Vi (Azg + Buy) } (9.7)

Vedremo che la soluzione di questo problema si ottiene, come nel caso del filtro di Kalman, calcolando la
soluzione dell’equazione alle differenze di Riccati (DRE).

Teorema 9.1. La funzione a costo minimo, per il sistema dinamico (9.5) con costo di un passo pari a (9.6)

vale
Vi (x) = @, Sk, (9.8)

dove S}, ¢é la soluzione dell’equazione alle differenze di Riccati

Sy = ATSp 1 A— AT, B(BTSk 1B+ U) " B Sk A+ W (9.9)
S =W (condizione finale)

Mn caso la matrice (FTWF + U) non sia invertibile, si puo’ dimostrare che il minimo puo’ essere ottenuto tramite la stressa
equazione con il piccolo accorgimento di sostituire I’operazione di inversa con quella di pseudoinversa.
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Dimostrazione: Si procede per induzione. Nel caso base k = T, questo é ovviamente verificato in quanto
non €’ possibile nessun controllo ( I'ultimo ingresso di controllo e’ ur_1), mentre supponendo vero il teorema
al passo k + 1, si dimostra che questo vale al passo k.

Sostituendo in (9.7) Pespressione per V| (9.8) si ottiene:

Vi (x)) = min {sz:vk +ui Uug + (A + Buk)T Sk+1 (Axy + Buk)}
U
= min {l‘g (W + ATS]C+1A) T + ug (U + BTSk+lB) Up + 2$£ATS]€+1B’U,]€}
U

= gcg (W + ATSkHA) Z + min {uf (U + BTSkHB) uy, + 2x£ATSk+1Buk} (9.10)
uk

dove nell’'ultimo passaggio € stato portato fuori dall’operatore di minimo il termine indipendente da uy. Per
trovare l'ingresso minimo uj, si calcola la derivata dell’espressione da minimizzare, e si equaglia a zero:

0

aiuk (ug (U + BTSk+1B) ug + 2$£ATSk+1BUk) =0

2(U + B"Sk11B) up, + 2B" Spy1 Axy, = 0
L’ingresso ottimo risulta quindi
uf = — (BTSk1B+U) " BT Sy Axy, (9.11)

Per verificare che I'ipotesi induttiva vale anche per il passo k si procede a sostituire 'espressione dell’in-
gresso ottimo (9.11) in (9.10), ottenendo:

Vid(zr) = o (W + AT Sj1A) zp+
+ a2l AT S, 1B (BTSk1 B+ U) " BT Siy1 Awy, — 20T ATSy 1 B (BT Sk B+ U) ™ BT Sp 1 Ay, =
= Zg (W + ATSk+1A) T — foTSk-HB (BTSk—i-lB + U)_l BT Sy 1Az, =
— o (W + ATSp 1A — ATSy 1 B (BT Sy B+ U) BTSkHA) o = o¥ Span
ritrovando cosi I'equazione di Riccati (9.9), ovvero I’espressione di Sk. O

Riassumendo, per risolvere in maniera efficiente il problema del controllo ottimo ad orizzonte finito, si devono
calcolare le matrici S, a partire da

St =W,
quindi procedendo a ritroso per calcolare Sy conoscendo Sk41, tramite 'equazione alle differenze di Riccati
(9.9).
L’ingresso ottimo si ricava come retroazione dallo stato,
*
Uy, = kak,

dove la matrice di retroazione Ly si calcola a partire da Sk, con la formula:

Ly =— (BTSk+1B + U)_l BT S, A.

9.3 Dualita col filtro di Kalman

E interessante osservare come il controllore ottimo LQ sia il duale dello stimatore ottimo di Kalman, operando
le seguenti sostituzioni:
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’ LQ ‘ Kalman ‘
¥ =(4,B,C) ¥q = (AT, 0T, BT)
Py St
Pyjr—1 STk
w Q
U R

(A, B) stabilizzabile (A, C) rivelabile
(A, W/2) rivelabile | (A, Q/?) stabilizzabile

1iInT~>+c>o So = S hmk—»+oo Pk|k71 = Py

Per queste ragioni, tutti i teoremi visti per il filtro di Kalman, relativi all’esistenza e unicita del limite
di Pyjr—1 si applicano pari pari a Sk, e quindi al sistema retroazionato con Ly, per quel che riguarda la
stabilita.
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