
PSC: Progettazione di sistemi di ontrollo III Trim. 2006Lezione 09 � Maggio 11Doente: Lua Shenato Stesore: Mirko Bordignon, Daniele Tamino9.1 Controllo ottimo Lineare Quadratio (LQ)Un metodo molto usato per determinare gli ingressi da appliare al sistema he si intende ontrollare è quellonoto ome Controllo Ottimo; a di�erenza di altri (ad es. l'alloazione empiria degli autovalori del sistemaretroazionato), questa tenia onsente di determinare la sequenza di segnali di ontrollo ottima in relazionead una spei�a funzione di osto preedentemente de�nita, la quale assume il signi�ato di metria (ad es.tempo, energia, et) seondo ui intendiamo minimizzare l'azione di ontrollo nell'intervallo di tempo [0, T ].Indiando, al solito, on xk+1 = Axk + Buk l'aggiornamento dello stato del sistema da ontrollare, unopportuno indie di osto (anhe detto funzione obiettivo, mutuando la terminologia dalla programmazionedinamia) è il seguente:
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0 Wx0Essendo, per de�nizione della funzione, le matrii W ed U semide�nitive positive, i termini he om-pongono l'indie he i si propone di minimizzare rappresentano quindi, durante l'intervallo onsiderato, losostamento dello stato dallo stato a regime e la spesa in termini di ingressi di ontrollo. A seonda dellaselta delle matrii, si possono quindi pesare di�erentemente questi fattori a seonda di spei�he e vinolida rispettare nella progettazione del sistema di ontrollo.Riordando he
x1 = Ax0 + Bu0

x2 = Ax1 + Bu1 = A2x0 + ABu0 + Bu1...
xT = AT x0 + AT−1Bu0 + . . . + BuT−1possiamo srivere
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+ [G] x0di modo da poter onvenientemente esprimere l'indie di osto (9.1) nella seguente forma:

JT = uT FT WFu + uT FT WGx0 + xT
0 GT WFu + xT

0 GT WGx0 + x0Wx0 + uT Uu (9.2)La funzione 9.2, dipendente dalla ondizione iniziale x0 (�ssata) e dagli ingressi u0, . . . , uT−1 (da de-terminare), viene minimizzata dalla sequenza di ingressi u∗
0, . . . , u

∗
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he annulla la derivata rispetto agliingressi stessi, essendo 09-1



PSC Lezione 09 � Maggio 11 III Trim. 2006
(

u∗
0, . . . , u

∗
T−1

)

= argminu0,...,uT−1
JT (u0, . . . , uT−1, x0) ⇔

∂JT

∂u
= 0In partiolare, dato he

(

∂JT

∂u

)T

= 2
(

FT WF + U
)

u + 2FT WGx0 = 0l'ingresso di ontrollo ottimo, he minimizza il funzionale di osto, è dato da1
u∗ = −

(

FT WF + U
)−1

FT WGx0 (9.3)Possiamo notare he, in questa forma, il alolo della sequenza di ingresso ottima dipende uniamentedallo stato iniziale: tra gli svantaggi he iò omporta i sono la neessità di dover rialolare tutta le sequenzain aso di ambiamento delle ondizioni iniziali, e la natura in atena aperta della legge di ontrollo he nederiva; eventuali disturbi he modi�hino lo stato del sistema durante l'intervallo [0, T ] non sono tenuti inonsiderazione, dipendendo l'ingresso dalle soli ondizioni iniziali.Vediamo ora un metodo per alolare in maniera riorsiva la sequenza di ingresso ottima, metodo heporge una formulazione della stessa he si presta ad essere realizzata failmente mediante retroazione dallostato (e quindi on i vantaggi derivanti da una legge di ontrollo in atena hiusa).9.2 Metodo della funzione a osto minimoPer risolvere in modo riorsivo il problema della minimizzazione della funzione osto (9.1), si usa il metododella funzione a osto minimo, he è basato su Programmazione Dinamia.Conosendo il osto all'istante k, pari a c(xk, uk), e dovendo minimizzare la somma dei osti segliendoopportunamente gli {uk}, posso esprimere il osto ottimo nell'intervallo [k, T ] in funzione del osto ottimonell'intervallo [k + 1, T ]:
V ⋆
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}
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} (9.4)Nel nostro aso, la f(uk, xk) è l'equazione di aggiornamento dello stato
xk+1 = Axk + Buk (9.5)mentre il osto di un passo è pari a

c(xk, uk) = xT
k Wxk + uT

k Uuk, (9.6)quindi la funzione a osto minimo risulta
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} (9.7)Vedremo he la soluzione di questo problema si ottiene, ome nel aso del �ltro di Kalman, alolando lasoluzione dell'equazione alle di�erenze di Riati (DRE).Teorema 9.1. La funzione a osto minimo, per il sistema dinamio (9.5) on osto di un passo pari a (9.6)vale
V ⋆

k (xk) = xT
k Skxk, (9.8)dove Sk è la soluzione dell'equazione alle di�erenze di Riati

Sk = AT Sk+1A − AT Sk+1B
(

BT Sk+1B + U
)−1

BT Sk+1A + W (9.9)
ST = W (ondizione �nale)1In aso la matrie �

F
T

WF + U
� non sia invertibile, si puo' dimostrare he il minimo puo' essere ottenuto tramite la stressaequazione on il piolo aorgimento di sostituire l'operazione di inversa on quella di pseudoinversa.09-2



PSC Lezione 09 � Maggio 11 III Trim. 2006Dimostrazione: Si proede per induzione. Nel aso base k = T , questo è ovviamente veri�ato in quantonon e' possibile nessun ontrollo ( l'ultimo ingresso di ontrollo e' uT−1), mentre supponendo vero il teoremaal passo k + 1, si dimostra he questo vale al passo k.Sostituendo in (9.7) l'espressione per V ⋆
k+1

(9.8) si ottiene:
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} (9.10)dove nell'ultimo passaggio è stato portato fuori dall'operatore di minimo il termine indipendente da uk. Pertrovare l'ingresso minimo u⋆
k si alola la derivata dell'espressione da minimizzare, e si equaglia a zero:
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uk + 2BT Sk+1Axk = 0L'ingresso ottimo risulta quindi
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k = −
(

BT Sk+1B + U
)−1

BT Sk+1Axk (9.11)Per veri�are he l'ipotesi induttiva vale anhe per il passo k si proede a sostituire l'espressione dell'in-gresso ottimo (9.11) in (9.10), ottenendo:
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xk = xT
k Skxkritrovando osì l'equazione di Riati (9.9), ovvero l'espressione di Sk. �Riassumendo, per risolvere in maniera e�iente il problema del ontrollo ottimo ad orizzonte �nito, si devonoalolare le matrii Sk, a partire da

ST = W,quindi proedendo a ritroso per alolare Sk onosendo Sk+1, tramite l'equazione alle di�erenze di Riati(9.9).L'ingresso ottimo si riava ome retroazione dallo stato,
u⋆

k = Lkxk,dove la matrie di retroazione Lk si alola a partire da Sk+1, on la formula:
Lk = −

(

BT Sk+1B + U
)−1

BT Sk+1A.9.3 Dualità ol �ltro di KalmanÈ interessante osservare ome il ontrollore ottimo LQ sia il duale dello stimatore ottimo di Kalman, operandole seguenti sostituzioni: 09-3
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Σ = (A,B,C) Σd = (AT , CT , BT )

P0 ST

Pk|k−1 ST−k

W Q

U R

(A,B) stabilizzabile (A,C) rivelabile
(A,W 1/2) rivelabile (A,Q1/2) stabilizzabile
limT→+∞ S0 = S∞ limk→+∞ Pk|k−1 = P∞Per queste ragioni, tutti i teoremi visti per il �ltro di Kalman, relativi all'esistenza e uniità del limitedi Pk|k−1 si appliano pari pari a Sk, e quindi al sistema retroazionato on Lk, per quel he riguarda lastabilità.
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