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10.1 Filtro ottimo con perdita di pacchetti e ritardo

Dalla lezione precedente si é visto che per considerare l'effetto di ritardi nella ricezione delle
misure, oltre alla possibile perdita di pacchetti, si introducono le variabili

¢ o )1 selamisura y, ¢ disponibile allo stimatore all’istante ¢
Ve = . . ;om€1{0,1}
0 altrimenti
¢
=0Vt
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t—k dove t =min{t|~, =1}
Il filtro ottimo &
St pat tpet (ot St
T = ATy + 1A (?Jk - CAxk—l\k—l)
-1
t _ pt T ¢ T
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a partire dalle condizioni iniziali

2t =z
{P;”—l_ ” o (10.2)
0o-1—+0

Se si ha 7} = 7}2—1 Vt—k > N, cioé se 1, € {0,1,...,N — 1} U{oo} (buffer finito), il filtro ottimo
diviene

1. pert=0,...,N—1(10.1), per k=0,...,t, con condizioni iniziali (10.2);

2. per t > N si usa come inizializzazione

St a1

L N|t—N = T4_NJt-N

Pt _ Pt—l
t—N41i-N — L Nf1)—N

e poi si applica (10.1) per k=t — N +1,...,t = si hanno N iterazioni.
Valgono le seguenti osservazioni:
1. in generale, ad ogni ¢ si devono invertire ¢ matrici;
2. se esiste un ritardo massimo per i pacchetti che arrivano, lo stimatore risulta essere un filtro

di Kalman con buffer di dimensione N = inversione di /N matrici ad ogni ¢;
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3. non si fa nessuna ipotesi su 7}2;

da queste si deduce l'inefficienza del filtro illustrato, sotto le ipotesi considerate finora (dipendenza
da t o da NN, che possono essere grandi e portare a complessita computazionale eccessiva e problemi
numerici).

10.2 Filtro a guadagno costante

Per rendere pin efficienti i calcoli si puod pensare di usare un filtro a guadagno costante: in questo
caso, alla k-esima iterazione le equazioni diventano

T = AT} qpog + VKo (372 - CA52—1\1@—1)

k=t—N+1,...,t (10.3)
~t _ i1
L_N|t—N = Tt—N|t—-N
si hanno quindi N guadagni precalcolati K;, ¢ = 0,..., N — 1, uno per ogni slot del buffer, e viene

meno la necessita di invertire matrici ad ogni iterazione. La covarianza d’errore del filtro (10.3) &

Pt ~1 ~1 T

Bl ().

~1 ~t t t
Yns-- Y0 Vhor-- 570

Il filtro appena definito non & ottimo, quindi vale Pé‘ n < I:’é‘ , € la disuguaglianza si mantiene
passando alle aspettazioni

¢ S5t | A pto.
E [Pk|h] <E [Pk|h] = Py
Pli‘ 5 € un valore d(?terministico e calcolf;mbile, funzione di {f(z}ii_ol Si vogliono scegliere i {f(z}f\:ol
che minimizzano Pli\h (in particolare, P! . ).

t+1]t

~t _ ~t—1 t _ pt—1 s . .
Da (10.3), Ty Nj—N = T Np-N = P NN = Pt_N‘t_N, ¢ facile verificare che

~ — ~ — T — — — ~
Pl = A =K kC) By, (I =i K1 C)" AT+Q+7 AR, wRE AT = L, (Kt_k, By k_l)

perk=t—N+4+1,...,t.
Supponiamo che i 7} e i 74 siano i.i.d., con probabilita d’arrivo P [, < h] = A, Vk; si vede che

Plrg <h+1] =Pl <h|+ Pl =h+1] = A1 > A,
—_———

>0

P[Tk:h]:)\h—)\h_l, P[TkZO]:P[Tk§0]:)\0.

La probabilita di perdita di un pacchetto ¢ \; = P[r = oo] = 1 — sup Ap; risulta cosi descritta una
distribuzione di probabilitd, una cui realizzazione ¢ in figura 10.1, dove Tmax € il ritardo massimo
dei pacchetti che arrivano definito come

s Joo seBh| N, =\ VR >h
Tmax — _ _
| H  altrimenti, con H = min {h|\; = A\, Yh > h}.
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Figura 10.1. Andamento della distribuzione di probabilita.

Sfruttando le considerazioni appena fatte, si ha che
E [ =P [ = 1]
ritardodi yp ¢ <t —k —» =P, <t — k] = N\—p;

perk=t—N+1,

t _ 7 Dt
Pt—N+2\t—N+1 - ﬁyg,NH (KN—la Pt—N+1\t—N>

i _ pt—1 _ ” Hi—1
Pt—N-‘rl\t—N = Pt—N—l—l\t—N - = ﬁvf,NH (KN—lv Pt—N—l—l\t—N)
t & pl—1 t+1 _ pt : :
e ponendo S = Pt—N+1\t—N = S = Pt—N+2|t—N+1 si ha la relazione

t+1 0 ty .
S = £7£7N+1 (KN—ly S ) ;
a partire da S?, si applica N volte I'operatore £

Dl _ 2% t+1
P NNy = L0, (Kn—2,5")

pt — o t+2) _
Pt—N+4|t—N+3 = ﬁvf,N+3 (KN—?H S ) = ﬁvﬁ :

Pt :,C,Y;to“‘oﬁt (St)

t+1¢ Vi-N41

N volte

ottenendo I:)tt+1\t'

Definiamo ora S; = E[S;]: risulta
v

St+1= Ly (Kn-1,5)

If;: [ptt+1|t} = Ptt—l—l\t =Ly 0Ly 0 0Ly, (St)
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. 5 - . . 5 t—oo 5
e quindi basta calcolare S; per ottenere P! Ora, se si riesce a dimostrare che Sy — S, allora

t+1)t-
St t—oo 5 > =
anche Pt-i-_l\t — Ly,0---0Lxy , (Soo).

Dati Ky, ..., Ky_1 siamo in grado di calcolare, se esiste,
. Dt
tli?;loE [Pt+1|t}
trovando prima SN[ SNV = £, (SN¥71, Kn_1) (punto fisso) e poi iterando

SXT2 = Loy, (ST Kn—2)

[e.9]

SN=3 = Ly (SE2 Kn_s)

o0 . . .
N — 1 iterazioni.

S0 = L (S o)
I K; ottimi sono i guadagni che minimizzano la funzione min (RN SY_; sappiamo che
5% = Lx (83, Ko) < ®», (5%)
ma 3K « che rende la disuguaglianza un’uguaglianza:
Koo = SLCT (CSLCT+R) ™
Il procedimento si ripete per ogni equazione dell’iterazione, ovvero
1. si calcola il punto fisso 5‘%‘1 e KN_LOO;

2. V iterazione i (N — 1 in totale) prima si calcola SN % poi KXY~

Si ha che
SN-1 — klim Vi, Vigr=®a, (Vi)
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