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ontrollo III Trim. 2007Lezione 10 � Maggio 10Do
ente: Lu
a S
henato Stesori: Mar
assa A., Mar
on R., Maran F., Zanella F.10.1 Filtro ottimo 
on perdita di pa

hetti e ritardoDalla lezione pre
edente si è visto 
he per 
onsiderare l'e�etto di ritardi nella ri
ezione dellemisure, oltre alla possibile perdita di pa

hetti, si introdu
ono le variabili
γt

k ,

{

1 se la misura yk è disponibile allo stimatore all'istante t

0 altrimenti ; γt
k ∈ {0, 1}

τk ,

{

∞ se γt
k = 0 ∀t

t̄ − k dove t̄ = min{t | γt
k = 1}

; τk ∈ N ∪ {∞}.Il �ltro ottimo è






x̂t
k|k = Ax̂t

k−1|k−1
+ γt

kK
t
k

(

ỹt
k − CAx̂t

k−1|k−1

)

Kt
k = P t

k|k−1
CT

(

CP t
k|k−1

CT + R
)−1

P t
k+1|k = Φγt

k

(

P t
k|k−1

)

ỹt
k = γt

kyk

k = 0, . . . , t. (10.1)a partire dalle 
ondizioni iniziali
{

x̂t
−1|−1

= x0

P t
0|−1

= P0

. (10.2)Se si ha γt
k = γt−1

k ∀t − k ≥ N , 
ioé se τk ∈ {0, 1, . . . , N − 1} ∪ {∞} (bu�er �nito), il �ltro ottimodiviene1. per t = 0, . . . , N − 1 (10.1), per k = 0, . . . , t, 
on 
ondizioni iniziali (10.2);2. per t > N si usa 
ome inizializzazione
{

x̂t
t−N |t−N

= x̂t−1

t−N |t−N

P t
t−N+1|t−N

= P t−1

t−N+1|t−Ne poi si appli
a (10.1) per k = t − N + 1, . . . , t ⇒ si hanno N iterazioni.Valgono le seguenti osservazioni:1. in generale, ad ogni t si devono invertire t matri
i;2. se esiste un ritardo massimo per i pa

hetti 
he arrivano, lo stimatore risulta essere un �ltrodi Kalman 
on bu�er di dimensione N ⇒ inversione di N matri
i ad ogni t;10-1



PSC Lezione 10 � Maggio 10 III Trim. 20073. non si fa nessuna ipotesi su γt
k;da queste si dedu
e l'ine�
ienza del �ltro illustrato, sotto le ipotesi 
onsiderate �nora (dipendenzada t o da N , 
he possono essere grandi e portare a 
omplessità 
omputazionale e

essiva e probleminumeri
i).10.2 Filtro a guadagno 
ostantePer rendere più e�
ienti i 
al
oli si può pensare di usare un �ltro a guadagno 
ostante: in questo
aso, alla k-esima iterazione le equazioni diventano







x̃t
k|k = Ax̃t

k−1|k−1
+ γt

kK̄t−k

(

ỹt
k − CAx̃t

k−1|k−1

)

x̃t
t−N |t−N

= x̃t−1

t−N |t−N

k = t − N + 1, . . . , t; (10.3)si hanno quindi N guadagni pre
al
olati Ki, i = 0, . . . , N − 1, uno per ogni slot del bu�er, e vienemeno la ne
essità di invertire matri
i ad ogni iterazione. La 
ovarianza d'errore del �ltro (10.3) è
P̃ t

k|h = E

[(

xk − x̃t
k|h

)(

xk − x̃t
k|h

)T
∣
∣
∣
∣
ỹt

h, . . . , ỹt
0, γ

t
h, . . . , γt

0

]

= P̃ t
k|h

(
γt

h, . . . , γt
0

)
.Il �ltro appena de�nito non è ottimo, quindi vale P t

k|h ≤ P̃ t
k|h e la disuguaglianza si mantienepassando alle aspettazioni

E
[

P t
k|h

]

≤ E
[

P̃ t
k|h

]

, P̌ t
k|h;

P̌ t
k|h è un valore deterministi
o e 
al
olabile, funzione di {

K̄i

}N−1

i=0
. Si vogliono s
egliere i {

K̄i

}N−1

i=0
he minimizzano P̌ t
k|h (in parti
olare, P̌ t

t+1|t).Da (10.3), x̃t
t−N |t−N

= x̃t−1

t−N |t−N
⇒ P̃ t

t−N |t−N
= P̃ t−1

t−N |t−N
; è fa
ile veri�
are 
he

P̃ t
k+1|k = A

(
I − γt

kK̄t−kC
)
P̃ t

k|k−1

(
I − γt

kK̄t−kC
)T

AT +Q+γt
kAK̄t−kRK̄T

t−kA
T = Lγt

k

(

K̄t−k, P̃ t
k|k−1

)per k = t − N + 1, . . . , t.Supponiamo 
he i γt
k e i τk siano i.i.d., 
on probabilità d'arrivo P [τk ≤ h] = λh ∀k; si vede 
he

P [τk ≤ h + 1] = P [τk ≤ h] + P [τk = h + 1]
︸ ︷︷ ︸

≥0

⇒ λh+1 ≥ λhe
P [τk = h] = λh − λh−1, P [τk = 0] = P [τk ≤ 0] = λ0.La probabilità di perdita di un pa

hetto è λl = P [τk = ∞] = 1 − supλh; risulta 
osì des
ritta unadistribuzione di probabilità, una 
ui realizzazione è in �gura 10.1, dove τmax è il ritardo massimodei pa

hetti 
he arrivano de�nito 
ome

τmax ,

{

∞ se ∄h̄ |λh̄ = λh ∀h ≥ h̄

H altrimenti, 
on H = min
{
h̄ |λh̄ = λh ∀h ≥ h̄

}
.10-2
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τmaxFigura 10.1. Andamento della distribuzione di probabilità.Sfruttando le 
onsiderazioni appena fatte, si ha 
he
E

[
γt

k

]
= P

[
γt

k = 1
]ritardo di yk è ≤ t − k → = P [τk ≤ t − k] = λt−k;per k = t − N + 1,

P̃ t
t−N+2|t−N+1

= Lγt

t−N+1

(

K̄N−1, P̃
t
t−N+1|t−N

)

P̃ t
t−N+1|t−N = P̃ t−1

t−N+1|t−N
→ = Lγt

t−N+1

(

K̄N−1, P̃
t−1

t−N+1|t−N

)e ponendo St , P̃ t−1

t−N+1|t−N
⇒ St+1 = P̃ t

t−N+2|t−N+1
si ha la relazione

St+1 = Lγt

t−N+1

(
K̄N−1, S

t
)
; (10.4)a partire da St, si appli
a N volte l'operatore L

P̃ t
t−N+3|t−N+2

= Lγt

t−N+2

(
K̄N−2, S

t+1
)

P̃ t
t−N+4|t−N+3

= Lγt

t−N+3

(
K̄N−3, S

t+2
)

= Lγt

t−N+3
◦ Lγt

t−N+2
◦ Lγt

t−N+1

(
St

)...
P̃ t

t+1|t = Lγt
t
◦ · · · ◦ Lγt

t−N+1
︸ ︷︷ ︸

N volte (
St

)ottenendo P̃ t
t+1|t.De�niamo ora S̄t , E

γ
[St]: risulta

S̄t+1 = L̄λN−1

(
K̄N−1, S̄t

)

E
γ

[

P̃ t
t+1|t

]

= P̌ t
t+1|t = L̄λ0

◦ L̄λ1
◦ · · · ◦ L̄λN−1

(
S̄t

)10-3



PSC Lezione 10 � Maggio 10 III Trim. 2007e quindi basta 
al
olare S̄t per ottenere P̌ t
t+1|t. Ora, se si ries
e a dimostrare 
he S̄t

t→∞
−→ S̄∞, alloraan
he P̌ t

t+1|t
t→∞
−→ L̄λ0

◦ · · · ◦ L̄λN−1

(
S̄∞

).Dati K̄0, . . . , K̄N−1 siamo in grado di 
al
olare, se esiste,
lim
t→∞

E
[

P̃ t
t+1|t

]trovando prima S̄N−1
∞ | S̄N−1

∞ = LλN−1

(
S̄N−1
∞ , K̄N−1

) (punto �sso) e poi iterando
S̄N−2
∞ = LλN−2

(
S̄N−1
∞ , K̄N−2

)

S̄N−3
∞ = LλN−3

(
S̄N−2
∞ , K̄N−3

)...
S̄0
∞ = Lλ0

(
S̄1
∞, K̄0

)







N − 1 iterazioni.I K̄i ottimi sono i guadagni 
he minimizzano la funzione min{K̄i}
N−1

i=1

S̄0
∞; sappiamo 
he

S̄0
∞ = Lλ0

(
S̄1
∞, K̄0

)
≤ Φλ0

(
S̄1
∞

)ma ∃K̄0,∞ 
he rende la disuguaglianza un'uguaglianza:
K̄0,∞ = S̄1

∞CT
(
CS̄1

∞CT + R
)−1

.Il pro
edimento si ripete per ogni equazione dell'iterazione, ovvero1. si 
al
ola il punto �sso S̄N−1
∞ e K̄N−1,∞;2. ∀ iterazione i (N − 1 in totale) prima si 
al
ola S̄N−i

∞ , poi K̄N−i
∞ .Si ha 
he

SN−1
∞ = lim

k→∞
Vk, Vk+1 = ΦλN−1

(Vk) .
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