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12.1 Controllo ottimo LQ (Lineare Quadratico)

Dopo aver affrontato il problema della stima dello stato in un sistema dinamico, ci si occupa del controllo
di tale sistema sulla base dell’informazione dello stato acquisita dallo stimatore; si trattera nel seguito la
tecnica del controllo ottimo (detta anche tecnica Hj).
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Figure 12.1. Diagramma a blocchi di un sistema con controllo dallo stato stimato.

Le metodologie del controllo ottimo consentono, a differenza di altre (ad es. allocazione degli autovalori),
di esprimere direttamente nel dominio del tempo le specifiche sulla dinamica di un sistema anche se non
lineare, caratterizzando l'ingresso da applicare come quello che rende minimo (o massimo) un opportuno
indice di costo (o di qualita).
Si consideri un sistema lineare discreto deterministico con equazione di stato

Tyl = Az + Buy, (12.1)

dove si suppone assegnato lo stato iniziale 2(0) = xo e che non vi siano vincoli sui valori delle funzioni di
ingresso.

1l problema che ci si pone é quello di determinare un vettore di ingressi u = (uo,...,ur—1) che, agendo
nell'intervallo finito [0,T], renda minimo il seguente indice (o funzione obiettivo)

T-1
Jr(z0,u) = - Wrar + Z (zf Wiz + uf Upuy) (12.2)
k=0

dove le matrici Wy, Wy, e Uy sono semidefinite positive.
Analizzando la struttura di Jp(zo, u) in (12.2) si nota che i due addendi che lo compongono danno conto di
due aspetti che giocano nella valutazione del comportamento del sistema in [0,T]:

e xLWpxp rappresenta il costo dovuto alla distanza dello stato finale del sistema dallo stato zero;

. Z::_Ul (x{ka;g + u{Ukuk) indica il costo dovuto allo scostamento dallo zero degli stati intermedi e
all’energia spesa per il controllo.
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Sviluppando ’equazione di aggiornamento dello stato per istanti successivi si ottiene

T = AI’O + BUO
r9 = Axy + Buy = A2.’L‘0 + ABug + Buy

T—1
T = ATI'() + Z ATﬁkilBuk
k=0
da cui, mediante rappresentazione vettoriale con x = (x1,...,2z7) e u = (ug...ur_1), é possibile scrivere il
sistema (12.1) come
- B 0 - - A
AB B . A?
X = A2B AB . u+ A3 rg = Fu+ Gzg (12.3)
AT1B ' AT

dove F € RMTxmT o ¢ ¢ R?TX7,
E possibile inoltre riscrivere, utilizzando la forma (12.3), I’espressione dell’indice di costo (12.2) nella seguente
forma

Wy 0 Uy 0
WQ UQ

Jr(zo,u) =x u+ 2l Wozo =

0 WT 0 UT -1

AWw>0 2U>0
= (Fu+ Gzo)"W(Fu+ Gzo) + u'Uu + 2l Wyzo =
=u'FTWFu+ xOTGTWFu +ul FTW Gz + ngTWG:ro +ulUu+ x(:)rI/VOxo =
=u(FTWF +U)u+ 2ol GTWFu+u' FTWGzo + 2l (Wo + GTWG) o =
= uTSWLu + xOTSmuu + uTSaxoxo + :c%SxO’xU%

dove sono state definite opportunamente le matrici Sy, v, Szo,u:SgﬂC0 e Szo.z0-

Si vogliono dunque determinare gli ingressi ottimi u* in grado di minimizzare tale funzionale di costo, cioé

u* = argmin J(u, zg) (12.4)
u
da cui si ottiene il valore minimo della funzione costo J*(z¢) = miny J(zo, u); esso é calcolabile in maniera

esplicita azzerando la derivata di J(-) rispetto all’ingresso u data da

.
(‘TuT = 28, 0+ 28, 420 = 0 (12.5)
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Si ricava dunque l'ingresso ottimo
u = =S, 15%0,uto (12.6)

dove, nel caso in cui la matrice S, ,, non fosse invertibile, 'operazione di inversione viene sostituita da quella
di pseudo-inversione.

E possibile osservare come ’ingresso ottimo, cioé che minimizza la funzione costo considerata, dipenda uni-
camente dalla condizione iniziale zy: uno svantaggio di questa dipendenza sta nel fatto che un eventuale
cambiamento delle condizioni iniziali implica un nuovo calcolo di tutta la sequenza di ingresso. Con questo
approccio é inoltre richiesta l'inversione di matrici di dimensione crescente nel tempo, causando una penal-
izzazione dal punto di vista computazionale; la particolare struttura triangolare di tali matrici potra perd
essere sfruttata per una implementazione piu efficiente.

12.2 Metodo di programmazione dinamica

Si consideri il problema di determinare il percorso minimo da un punto iniziale ad uno finale in una griglia
con ostacoli, associando ad ogni passo un particolare costo.

X7

Xg+1

Xk
Figure 12.2. Griglia con ostacoli
L’obiettivo ora é quello di voler minimizzare la funzione

Vi (zy) = Igllin le(@p, uk) + Vi, (@p41)] (12.7)

dove ¢, rappresenta il costo per giungere nello stato x4, dallo stato xj, mentre il termine V" +1(xk+1) indica
il costo rimanente dallo stato x4 allo stato finale. Nota l’equazione di aggiornamento dello stato

Tyl = Az + Buy (128)

e il costo di un passo
c(wg, up) = 2F Way, 4+ uf Uug (12.9)

é possibile riscrivere ’equazione (12.7) come

T-1
Vi (z1) = min {x;;Fka +uf Uuy, + Z (z/ Way +u] Uw) + 2pWar (12.10)
k I=k+1

dove si vede banalmente, con riferimento alla (12.2), che J*(x¢) = V' (z).
A questo punto ci si prefigge I’obiettivo di ottenere una soluzione esplicita della (12.10); questo viene ottenuto
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nel seguente teorema.

Teorema 12.1. La funzione a costo minimo per il sistema dinamico (12.8) con costo di un passo pari a
(12.9) vale
Vi (zy) = F Spa (12.11)

dove Sy ¢ la soluzione dell’equazione alle differenze di Riccati
Sy = ATSpi1A— AT Sk 1B (BT Sk 1B + U)‘1 BTS, A+ W (12.12)
St =W =Wrp (condizione finale)

Dimostrazione: La dimostrazione viene ottenuta per induzione. Per k = T si verifica che S = Wrp; in
tale istante non vi é pid nessun controllo in quanto 'ultimo ingresso di controllo é ur_.

Supponendo che quanto detto sia vero al passo k + 1, cioé¢ V' | (zp41) = x£+15k+1l‘k+1, si dimostra la
validita anche al passo k.

Sostituendo in (12.7) I'espressione di V" | (zx+1) e considerando I'ipotesi precedente si ottiene

Vi (z) = min {x{ka +ul Uuy + zkr+1Sk+1zk;+1}
Uk
= mu}cn {sz.Lk + u{Uuk + (Azy + Buk)T Sk+1 (Azy, + Buk)}
=min {2} (W + A" Sp114) 2 + ui (U + B Spy1B) uk + 2uf AT Spy1 Bay }
Uk

=a} (W + AT Sp1A) 2y, +min {ul (U + BT Sp41B) uy, + 2ui BT Sy 1Az} (12.13)
Uk

Per determinare I'ingresso ottimo uj si determina il punto di minimo della funzione semidefinita positiva
Vi'; si calcola la derivata della funzione da minimizzare e, ponendola uguale a zero,

0
Auy, ( kT (BTS;H_lB + U) U + 2u£BTSk+1A.rk) =0
2 (BT Sps1B + U) up + 2B S Az = 0
si arriva a determinare .
u* = — (B"Sy11B+U)  B'Spp1Azy, = Lyay, (12.14)

Si ottiene quindi un ingreso ottimo u* lineare con lo stato x mediante un guadagno
Li2 — (B"Sy 1B+ U) " BTSp A (12.15)

Sostituendo nell’equazione (12.13) I’espressione dell’ingresso ottimo (12.14) si giunge ad una formulazione di
V*(xy) funzione solamente dello stato

V*(Ik) = {Ez (ATSkJrlA + W — ATSk+1B (BTSk+1B + U)il BTS;C+1A) T = xfskxk (1216)

25,

Si é quindi dimostrato che V;*(xy) = x{Skxk dove Si viene definita come la soluzione dell’equazione alle
differenze di Riccati.
O
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Quindi, per risolvere in maniera efficiente il problema del controllo ottimo ad orizzonte finito si devono
calcolare le varie matrici Sy soluzioni dell’equazione alle differenze di Riccati (12.12) a partire dalla condizione
finale ST = Wp. L’ingresso ottimo si ricava come retroazione dallo stato

’U,z = Lkibk

dove la matrice di retroazione Ly si calcola a partire da Sg11, con

Ly =— (BTSk+1B + U)_1 BTSk+1A

12.3 Dualita col filtro di Kalman

E interessante osservare una dualité tra il controllo ottimo LQ e lo stimatore ottimo di Kalman operando le
sostituzioni:

’ LQ ‘ Kalman ‘
¥ =(4,B,0) ¥q = (AT, CT,BT)
St B
St_k Prjp—1
w Q
U R

(A, B) stabilizzabile (A, C) rivelabile
(A, W'/2) rivelabile | (A, Q/?) stabilizzabile

hmT—>+oo So = S« limg—, 4 o Pk|k—1 = Py

Per queste ragioni, tutti i teoremi visti per il filtro di Kalman relativi all’esistenza e unicita del limite di
Py~ si possono applicare direttamente a Sy e quindi al sistema retroazionato con Ly per quel che riguarda
la stabilita.
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