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22.1 Analisi in media delle prestazioni di un algoritmo di consensus

L’analisi delle prestazioni di un algoritmo di consensus con matrice P tempovariante può essere
fatta ‘a regime’, ovvero studiando il valore a cui (eventualmente) converge lo stato, oppure ‘nel
transitorio’, ovvero guardando la velocità con cui viene raggiunto il valore di regime. A questo
proposito sono stati introdotti i seguenti parametri:

• per l’analisi nel transitorio la distanza dal consensus

d(t) =
1

N

∣∣∣∣x(t) − xA(t)1∣∣∣∣2

dove xA(t) = 1
N 1T x(t) è la media delle componenti di x(t), ovvero il baricentro all’istante t;

• per l’analisi a regime lo spostamento dal baricentro corrente rispetto al baricentro iniziale

β(t) =
∣∣xA(t) − xA(0)

∣∣2.

In particolare interessa analizzare il comportamento di questi parametri per t → ∞; per l’analisi
del transitorio si utilizza la teoria degli esponenti di Lyapunov che consente di trovare il rate di
convergenza per d(t) a regime, ottenendo che sotto le condizioni per cui si ha probabilistic consensus

vale
lim
t→∞

[d(t)]1/t = λ quasi sicuramente,

con λ costante e non aleatorio detto secondo esponente di Lyapunov ; per l’analisi a regime si trova

β(∞) = x(0)T B(ω)x(0) quasi sicuramente,

con B(ω) =

(
ρ(ω) − 1

N 1)(
ρ(ω) − 1

N 1)T

matrice aleatoria.

I problemi nascono dal fatto che per l’analisi del transitorio il secondo esponente di Lyapunov
fornisce un’informazione troppo scarsa per una stima della qualità delle prestazioni (si veda l’esempio
descritto nella lezione scorsa), e per l’analisi a regime è necessario studiare una matrice aleatoria.
Ci si deve perciò ricondurre ad un’analisi in media, studiando E [β(∞)] ed E [d(∞)].

22.1.1 Analisi in media della distanza dal consensus

Ci si occupa ora dello studio di E [d(t)]; è noto dalla lezione precedente che

E [d(t)] = E
[
x(t)T Ωx(t)

]
= x(0)T ∆(t)x(0) (22.1)
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dove
∆(t) , E

[
P (0)T P (1)T . . . P (t − 1)T Ω P (t − 1) . . . P (1) P (0)

]

per t ≥ 1 e

∆(0) , Ω = I −
1

N
11T .

É possibile provare che
∆(t + 1) = E

[
P (0)T ∆(t)P (0)

]
(22.2)

e quindi ∆(t) segue l’evoluzione di un sistema dinamico lineare che può essere scritto nella forma

∆(t + 1) = L (∆(t)) (22.3)

dove L : R
N×N −→ R

N×N è l’operatore lineare di dimensione N2 definito in (22.2).
Risulta utile introdurre una rappresentazione matriciale alternativa per l’operatore lineare L.

Data una matrice A ∈ R
N×N si definisce vect(A) il vettore colonna che ha l’elemento Aij nella

posizione
(
(i − 1)N + j

)
-esima. Si può dimostrare che

vect(ABC) = (CT ⊗ A)vect(B),

dove ⊗ indica il prodotto di Kronecker per matrici. Utilizzando questa notazione e le proprietà del
prodotto di Kronecker, si trova che

vect
(
∆(t + 1)

)
= E

[
P (0)T ⊗ P (0)T

]
vect

(
∆(t)

)

= L · vect
(
∆(t)

)
(22.4)

e quindi l’operatore lineare L(·) si può rappresentare con la matrice

L , E
[
P (0)T ⊗ P (0)T

]
= E [P (0) ⊗ P (0)]T , L ∈ R

N2×N2

(22.5)

É possibile provare che L ha tutti elementi non negativi e che LT è una matrice stocastica per
righe, ovvero ha un autovalore in 1 e tutti gli autovalori di modulo strettamente inferiore ad 1.
Le condizioni per cui si ha probabilistic consensus garantiscono che (22.4) giunga al consensus; la
velocità di convergenza del sistema (22.4) determina la velocità di (22.1).

22.1.2 Analisi in media dello spostamento dal baricentro corrente

Per cominciare si osserva che, poichè β(t) converge con probabilità unitaria a

β(∞) =
[(

ρT (ω) − 1
N 1T

)
x(0)

]2
, allora

lim
t→∞

E [β(t)] = E [β(∞)] .

É stato mostrato la lezione scorsa che

E [β(∞)] = x(0)T Bx(0),
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dove (omettendo la dipendenza di ρ da ω)

B = E

[(
ρ −

1

N
1)(

ρ −
1

N
1)T

]
= E

[
ρρT

]
−

1

N
E [ρ]1T −

1

N
1E [ρ]T −

1

N2
11T . (22.6)

In particolare, se P è doppiamente stocastica, E [ρ] = 1
N 1 e (22.6) si semplifica in

B = E
[
ρρT

]
−

1

N2
11T .

Utile notare che B è espressa in funzione di E [ρ] e di E
[
ρρT

]
, che sono gli autovettori relativi

all’autovalore 1 della matrice P = E [P (t)] e dell’operatore L rispettivamente; a questo punto,
rimane da calcolare soltanto il termine E

[
ρρT

]
. Data una generica matrice X ∈ R

N×N presa come
condizione iniziale, applicando iterativamente la (22.3) si trova

E
[
x(t)T Xx(t)

]
= x(0)TLt(X)x(0);

in particolare, ciò è vero con X = Ω, per cui si ottiene

∆(t) = Lt(∆(0)) = Lt(Ω) (22.7)

e
E [d(t)] = x(0)T ∆(t)x(0) = x(0)TLt(Ω)x(0) (22.8)

Si osservi poi che, nelle condizioni che garantiscono il probabilistic consensus, si ha

E
[
x(t)T Xx(t)

] t → ∞
−−−−→ E

[
x(∞)T Xx(∞)

]
= E

[
x(0)T ρ 1T X1 ρT x(0)

]
= 1T X1x(0)T E

[
ρρT

]
x(0),

dove x(∞) = ρT x(0)1. Ma d’altra parte deve essere

x(0)TLt(X)x(0)
t→∞
−→ x(0)TL∞(X)x(0);

pertanto si deve avere

E
[
ρρT

]
=

11T X1 L∞(X).

Questa formula è valida ∀X : 1T X1 6= 0, cioè per tutte le matrici la cui somma degli ele-
menti è non nulla; la scelta più semplice è ovviamente quella di prendere X = I, mentre non
si può prendere X = Ω. Tuttavia è interessante notare che, quando si ha probabilistic consensus,
E [d(∞)] = x(0)TL∞(Ω)x(0) = 0, e ciò significa che Ω non eccita l’autovettore di L associato
all’autovalore 1; infatti, supponendo che gli autovalori dell’operatore siano semplici e distinti, si
ha

Lt(X) = α01
tv0 + α1λ

t
1v1 + . . .

t → ∞
−−−−→ α0v0

con

• 1, λ1, λ2, . . . , λN2−1 autovalori dell’operatore,
∣∣λi

∣∣ < 1, i = 2, . . . , N2 − 1;

• v0, v1, v2, . . . , vN2−1 autovettori associati agli autovalori;
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• α0, . . . , αN2−1 scalari che dipendono da X;

e la convergenza a 0 richiede α0 = 0.

Esempio - Asymmetric gossip. Sia dato un grafo completo con N2 archi (edge), e la matrice
di comunicazione P (t) implementi l’algoritmo di asymmetric gossip. Ad ogni istante t si hanno N2

possibili matrici di comunicazione, tutte equiprobabili di probabilità p = 1/N2. Il prototipo della
matrice di comunicazione in cui si accende l’arco che unisce i vertici j e i è

Rij =




1
. . .

1
1 − q q

1
. . .

1




= I−q




0
. . .

0
1 −1

0
. . .

0




= I−q




0
...
0
1
0
...
0




︸︷︷︸
,ei

(ei − ej)
T .

Si vuole studiare innanzitutto la dinamica della distanza dal consensus. In generale l’operatore L(·)
è difficile da calcolare in maniera esplicita come

L(∆) = E [P (t)∗∆P (t)] =
∑

ij

p
(
Rij

)T
∆

(
Rij

)
, (22.9)

ma risulta fattibile effettuare il calcolo dell’operatore in corrispondenza delle due matrici I e 11T

N :

L(I) = I −
2q(1 − q)

N
Ω, (22.10)

L

(11T

N

)
=
11T

N
+

2q2

N2
Ω. (22.11)

Infatti, considerando lo spazio bidimensionale V = 〈I, 11T

N 〉 = αI + β 11T

N , si hanno le due seguenti
proprietà:

1) Ω ∈ V , cioè la condizione iniziale appartiene a V (con α = 1 e β = −1);

2) L(V ) ⊆ V , quindi V è invariante rispetto all’operatore L(·);

Sfruttando la linearità dell’operatore si può allora calcolare il valore di L(Ω)

L(Ω) = L

(
I −

11T

N

)
= L(I) − L

(11T

N

)
= I −

2q(1 − q)

N
Ω −

11T

N
−

2q2

N2
Ω =

= Ω −

[
2q(1 − q)

N
+

2q2

N2

]
Ω =

(
1 −

2q(1 − q)

N
−

2q2

N2

)
Ω,
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e quindi Ω è autovettore di L(·).
La velocità di convergenza di L∞(Ω) e quindi la velocità di convergenza di E [d(t)], in questo semplice
caso, sono determinate dall’autovalore di Ω:

1 −
2q(1 − q)

N
−

2q2

N2
, R < 1. (22.12)

e quindi gli agenti tenderanno ad assumere tutti uno stesso valore con probabilità 1.
Per quanto riguarda lo studio di E [β(t)], si vede che in questo caso P = E [P ] = 1

N2

∑
Rij è

doppiamente stocastica, perciò

B = E
[
ρρT

]
−

1

N2
11T =

11T X1L∞(X) −
1

N2
11T . (22.13)

Per risolvere (22.13), si pone X = I: bisogna quindi calcolare L∞(I) e si nota subito che I ∈ V .
In generale, in virtù del fatto che V è invariante per l’operatore L(·), si ha che, partendo dalla
condizione iniziale ∆(0) = α(0)I + β(0)11T

N , la dinamica è data da

∆(t) = Lt (∆(0)) = α(t)I + β(t)
11T

N
, (22.14)

ed è pertanto sufficiente capire come variano i coefficienti α(t) e β(t) per conoscere completamente
la dinamica (22.14). A questo proposito si sfruttano (22.10) e (22.11), sostituendo Ω con la sua
espressione e ottenendo

L(I) = L

(
α(0)I + β(0)

11T

N

)
=

(
1 −

2q(1 − q)

N

)
I +

(
2q(1 − q)

N

) 11T

N

= α(1)I + β(1)
11T

N
,

L

(11T

N

)
= L

(
α(0)I + β(0)

11T

N

)
=

(
2q2

N2

)
I +

(
1 −

2q2

N2

) 11T

N

= α(1)I + β(1)
11T

N
,

che consentono di definire completamente la mappa (lineare)
(
α(t), β(t)

)
7→

(
α(t + 1), β(t + 1)

)
:



α(t + 1)

β(t + 1)


 =


1 − 2q(1−q)

N
2q2

N2

2q(1−q)
N

1−2q2

N2




︸ ︷︷ ︸
,C



α(t)

β(t)


 .

La matrice C ha due autovettori distinti:

1.

[
1
−1

]
, che individua Ω, con autovalore R dato da (22.12);
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2.

[
1

2N2

1
2N

]
, con autovalore 1.

Gli autovettori di L si deducono dagli autovettori di C, e sono:

1. 1 · I + 111T

N = Ω;

2. 1
2N2 I + 1

2N
11T

N , Λ

e si osserva quindi che (Ω,Λ) è base di autovettori di V . Pertanto si può scrivere I = aΛ + bΩ e la
dinamica (22.14) con ∆(0) = I è data da

Lt(I) = a1tΛ + bRtΩ,

con a = 2N
N+1 , b = N

N+1 , che per t → ∞ tende a

L∞(I) = aΛ =
1

1 + N

(
I + 11T

)
;

sostituendo in (22.13) e notando che E[ρρT ] = 1
N limt→∞ Lt(I) si ha:

B =
L∞(I)

N
−

1

N2
11T =

1

N(N + 1)
Ω,

che individua un certo valore di consensus. Si osserva che per N → ∞ la matrice B tende a 0 e
quindi con probabilità 1 si raggiunge il baricentro iniziale.

Rifacendo gli stessi calcoli nel caso di algoritmo di symmetric gossip si troverebbe
R = 1 − 1

N ≃ 0.94; pertanto, almeno per valori piccoli di t, l’andamento della distanza dal con-

sensus non si discosta molto da quello individuato da Rt. Questo giustifica il grafico mostrato
nella scorsa lezione e mostra che il secondo esponente di Lyapunov non offre informazioni esaustive
sull’analisi delle prestazioni.

22.2 Approccio worst-case

Ci si pone ora l’obiettivo di trovare delle condizioni sulle matrici P (t) che garantiscano di arrivare
comunque al consensus. Si consideri il sistema

x(t + 1) = P (t)x(t) (22.15)

dove P (t) sono matrici stocastiche tempo-varianti. Lo stato ad un preciso istante t è funzione dello
stato iniziale x(0) attraverso la relazione

x(t) = P (t − 1) . . . P (0) x(0)

e la condizione di convergenza (consensus) diviene

x(t)
t → ∞
−−−−→ α1 se P (t − 1) . . . P (0)

t → ∞
−−−−→ 1 qT (22.16)
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É lecito a questo punto porsi le seguenti domande:

1) come si traduce in termini di P (t) la condizione (22.16)?

2) come è determinato il vettore q?

Sia {1, v1, . . . , vn−1} una base generica di R
n, e sia T = [1 v1 . . . vn−1] la corrispondente matrice

di cambiamento di base. É possibile riscrivere la matrice P nella nuova base come

T−1P (t)T =




1 0

0 P̃ (t)




,

dove P̃ ∈ R
(n−1)×(n−1) ed 1 è l’autovalore relativo all’autovettore 1 (la matrice P è stocastica). Si

noti che se x(t) ∈ 〈v1, . . . , vn−1〉 , V , allora x(t + 1) = P (t)x(t) ∈ V , e quindi V è un insieme
invariante dello stato. Per raggiungere il consensus bisogna che l’evoluzione dello stato a regime
sia determinata soltanto dall’autovettore 1, che equivale a richiedere che il prodotto delle matrici
P̃ (t) . . . P̃ (0) −→ 0, ovvero sia strettamente stabile. Non è banale trovare delle condizioni necessarie
e sufficienti riguardanti questo problema: infatti è noto che matrici P̃ (1) e P̃ (2) stabili non implicano
che P̃ (2)P̃ (1) è stabile, e il prodotto di matrici instabili può essere stabile.

Si vogliono allora trovare delle condizioni sufficienti sulle singole P̃ (t) che garantiscano la con-
vergenza a 0 del prodotto P̃ (t) . . . P̃ (0) a prescindere dalla particolare sequenza. Una possibilità è
quella di pensare in termini di norma della matrice. Trovando che esiste una norma tale che

1. ‖P̃ (t)‖ ≤ λ < 1 ∀t;

2. ‖P̃ (1)P̃ (2)‖ ≤ ‖P̃ (1)‖ · ‖P̃ (2)‖ (proprietà submoltiplicativa);

allora
‖P (t) . . . P (0)‖ ≤ ‖P (t)‖ . . . ‖P (0)‖ ≤ λt

In genere la condizione 1. è molto restrittiva e la scelta della norma è di fondamentale importanza;
le norme che soddisfano la proprietà 2., di solito, sono le norme indotte. Si definiscono allora le
seguenti norme indotte

• ‖A‖i2 = max‖x‖2≤1
‖Ax‖2

‖x‖2
;

• ‖A‖i1 = max‖x‖1≤1
‖Ax‖1

‖x‖1

;

• ‖A‖i∞ = max‖x‖∞≤1
‖Ax‖∞
‖x‖∞

;

• ‖A‖iQ = max‖x‖Q≤1
‖Ax‖Q

‖x‖Q
, dove Q > 0 e ‖x‖2

Q = xT Qx.

Si vede subito dalla definizione di norma indotta che
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• ‖A‖i1 ≥ |λMAX | (autovalore massimo);

• ‖A‖i∞ = |λMAX |.

Nel caso delle matrici stocastiche, in letteratura è stato dimostrato come vi sia una certa convenienza
nell’utilizzare la norma indotta infinito: applicando il teorema di Peròn-Frobenius, si trova che la
norma indotta infinito di una matrice stocastica è sempre unitaria.

L’obiettivo è avere convergenza esponenziale all’agreement : ciò si traduce nel richiedere che il
prodotto delle matrici P (t − 1) . . . P (0) converga ad una matrice di rango 1

‖P (t − 1) . . . P (0) − 1q(t)‖i∞ ≤ bλt =⇒ x(t) −→ α1.

Si definiscano ora due nuovi operatori applicabili ad un generico vettore p ∈ R
n

• l’operatore ⌊·⌋ che individua la componente del vettore di valore minore

⌊p⌋ , min
i

pi; (22.17)

• l’operatore ⌈·⌉ che individua la componente del vettore di valore maggiore

⌈p⌉ , max
i

pi; (22.18)

banalmente si ha ⌊p⌋ ≤ ⌈p⌉. Se P è stocastica si trova che

⌊Pp⌋ = min
i

n∑

j=1

Pijpj ≥ min
i

n∑

j=1

Pij ⌊p⌋ = ⌊p⌋ ,

e analogamente vale anche ⌈Pp⌉ ≤ ⌈p⌉. Quindi, considerando l’evoluzione (22.15), le successioni
⌊x(t)⌋ e ⌈x(t)⌉ sono rispettivamente monotona crescente e monotona decrescente, a prescindere dalla
sequenza P (t)1. Le successioni sono inoltre limitate, dato che

⌊x(0)⌋ ≤ ⌊x(t)⌋ ≤ ⌈x(t)⌉ ≤ ⌈x(0)⌉ ;

pertanto esistono finiti i limiti limt→∞ ⌊x(t)⌋ e limt→∞ ⌈x(t)⌉.
L’operatore (22.17) può essere esteso alle matrici:

⌊P ⌋ , vettore riga che contiene l’elemento più piccolo di ogni colonna; (22.19)

questo nuovo operatore consente di definire una nuova matrice non negativa:

TPU = P − 1 ⌊P ⌋ ≥ 0.

Nella prossima lezione si approfondirà il seguente risultato:

1Quanto mostrato si può ricondurre ad una considerazione di tipo geometrico: l’intervallo di valori che comprende

le componenti dello stato non può aumentare.
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Teorema 22.1. Se ∃ λ < 1 : ‖TP (t)U‖i∞ < λ ∀ t, allora

‖P (t − 1) . . . P (0) − 1q(t)‖i∞ ≤ bλt con q(t) = ⌊P (t − 1) . . . P (0)⌋.

In particolare, poichè si dimostrerà che l’operatore (22.19) individua una successione monotona e
limitata si ha che esiste finito limt→∞ q(t) = q, che rappresenta l’agreement che sarà raggiunto. È
utile infine osservare che

‖P − 1 ⌊P ⌋ ‖i∞ < 1
m

⌊P ⌋ ha almeno un elemento non nullo,
ovvero P ha almeno una colonna con tutti gli elementi strettamente positivi;

m
GP è strongly rooted graph,

cioè esiste un nodo che in un solo passo può comunicare con tutti gli altri.
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