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5.1 Stimatore ottimo con perdita di pacchetti

Si consideri ora il seguente contesto: le misure y; ottenute dal sistema

Try1 = Axy, + wy,
yp = Cxp + vy,

vengono trasmesse attraverso una rete di comunicazione digitale, con la possibile perdita di
alcuni pacchetti di dati. Si vuole ricavare 1’espressione di uno stimatore sotto queste ipotesi,
cioe’

Tre = Elzn | Yr—1,Ye-3, Yk—6 - - -, Ys, Y2, Z/l/] (5.1)

~
misure arrivate allo stimatore

Lo schema a cui si fa riferimento é rappresentato nella Figura 5.1. Sono possibili diversi
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Figura 5.1. Schema generale di trasmissione delle misure attraverso una rete di comunicazione.

approcci nell’affrontare la perdita di un pacchetto. In particolare, vogliamo riscrivere il
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problema definito dall’ Equazione (5.1) in modo tale che sia equivalente ad un problema di
stima classico come il filtro di Kalman tempo variante.
Si analizzera, in particolare, il caso in cui nel buffer dello stimatore viene memorizzato

. Yk se il dato é arrivato
Yk = . .
g 0 altrimenti
Il fatto di memorizzare uno zero nel caso di perdita di pacchetto e’ assolutamente arbitrario.
Infatti qualsiasi altro valore potrebbe essere memorizzato, come per esempio y;, = 5 oppure
yp = Uy dove v, € un numero casuale, tuttavia le equazioni del filtro ottimo riportate in
seguito non subiscono cambiamenti.

A tal fine si definisce la variabile binaria v, come

1 se il dato é arrivato

Ve = i
0 altrimenti

e si puo scrivere
Yr = WYk = WwCrp + ypvr, = Cpxy, + g

con Cy = 7,C e O = yor ~ N(0,7:R)t. A questo punto il processo di misura visto dallo
stimatore puo’ essere riscritto nel seguente modo:
Tpy1 = Az + wy

Y = Cray + Uy

Si tratta di un sistema lineare tempo variante, per il quale é possibile scrivere le equazioni
del filtro di Kalman, sostituendo le matrici C' «+— C} = 1.C e R «— Ry, = v, R. Risulta chiaro
che il filtro ottimo per questo nuovo processo di misura dato da:

‘%k - E[xk|ylf:a 1/2717 B 7yi§7 y(s” Vs Ve—15 -+ 571, ’YO] (52)

E’ chiaro che questo nuovo stimatore di Equazione (5.2) e’ esattamente equivalente a quello
di Equazione (5.1), in quanto 'informazione su cui sono condizionati e’ la stessa, cioe’ da
uno modello posso ricavare l'altro e viceversa.

1La distribuzione di probabilita’ del rumore 7y, collassa ad una distribuzione(impulso) di Dirac nel caso in
cui 7, R = 0. Si noti inoltre come C}, e v; R siano variabili aleatorie se v, €’ una variabile aleatoria. In questo
caso la distribuzione di 95 dovrebbe essere piu’ formalmente scritta come p(Ux|v:) = N (0,7xR). Si noti
quindi che 75 non €’ una variabile aleatoria gaussiana, infatti la sua distribuzione e’ data p(vx) = p(0g|ve =
DPye = 1] + p(0|ve = 0)P[yx = 0] = Plyx = 1JN(0, R) + (1 — Pl = 1])A(0,0). Tuttavia lo diventa se
condizionata rispetto a vg.
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A questo punto, utilizzando le equazioni del filtro di Kalman tempo variante trovate nella
Lezione 2 otteniamo:

jk+1|k+1 = E[$k+1|?/§z+17 cee 7y87 Y41y - - - 770]
= Ay + Kir1 (Y1 — CuAZkpi) (5.3)

= AZpp + Vi1 K1 (Yngr — CAZgpp)

dove Kiy1 = PoyipCT (C Py CT + R) 71
Peiip = Pop1 = ARAT + Q — ARG (CyP.CE + Ry) ' Cy P AT
= AP AT + Q — wAP.CT(CP.CT + R)"'CPAT (5.4)
= ®,, (Pr)

Le equazioni sono state ottenute sostituendo le matrici C, = 7.C' e Ry = YR e ricordando
che la pseudoinversa di una matrice nulla e’ la matrice nulla.

E’ chiaro che se il pacchetto non arriva a destinazione viene a mancare il termine correttivo
prodotto dallo stimatore e la varianza dell’errore cresce; se invece il pacchetto arriva viene
sottratto un termine e la varianza diminuisce. Il nuovo operatore ®., , che dipende da P, per
vx = 1 coincide esattamente con il filtro di Kalman, mentre per per 7, = 0 é paragonabile
a cio che succede in catena aperta. Quando si utilizza lo stimatore ottimo con perdita di
pacchetti (Fig. 5.2) in base all’arrivo a meno del pacchetto si alterna un operatore stabile
(1) ad un operatore (®g) per il calcolo della varianza di errore che non necessariamente
converge (si pensi al caso in cui la matrice A ¢é instabile).

E’ importante osservare che P, = Py(70, .. .,7); Prx ¢ quindi una variabile stocastica, che
dipende dalla particolare realizzazione, e per la quale non ha senso parlare di convergenza
nel senso attribuitele precedentemente. Tuttavia & necessario osservare che per calcolare
Py, non e’ necessario conoscere la statistica del processo {7x}, ma solo la sua particolare
realizzazione.

Poiche’ la covarianza di errore e’ una variabile stocastica, e’ necessario definire un criterio
in base al quale valutare le prestazioni di questo stimatore, siamo interessati a valutarne la
distribuzione di probabilita’, cioe’ p(P;+1). Se la distribuzione di probabilita’ delle sequenze
P(Vks - - - ,70) fosse nota, potremmo in linea di principio calcolare p(Pg.1) come

p<Pk+1> = /"/p(PkH,%;---,%)d%"d%
Yk Yo

_ / g / PPt |1+ 7000 (s« -+ 30) i -
Yk Y0

E{Wm--,’yo}[p(Pk—kl | Viey oo+ a’YO)]

Tuttavia tale calcolo risulta numericamente troppo complesso anche nel caso in cui si scel-
gano distribuzioni di probabilita’ sulla successione {v;} molto semplici come distribuzioni
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Figura 5.2.

bernulliane i.i.d., cioe’ P[yx = 1] = A. Non €’ chiaro neppure se in termini di distribuzioni
di probabilita’ ci sia una qualche tipo di convergenza, cioe’ se p(Py) — poo(P). Si cerchera’
quindi di calcolare alcune quantita’ di particolare interesse per quantificare la prestazione
del filtro ottimo soggetto a perdita di pacchetti. Due possibili metriche sono

Fk = E{’qupﬂo}[Pk] (5-5)
P[Pk < M], VE (5.6)

dove la prima indica la varianza di errore medio rispetto a tutte le possibili sequenze {7},
mentre la seconda indica la probabilita’ della varianza di errore di non superare una deter-
minato limite superiore M > 0 rispetto a tutte le possibili sequenze {7;}. La prima metrica
da una valore medio della prestazione, mentre la seconda e’ importante in applicazioni nelle
quali si vuole essere certi che I’errore massimo sia inferiore ad una certa soglia. Anche in
questo caso il calcolo esplicito delle due quantita’ indicate sopra risulta numericamente com-
plesso, in particolare la seconda metrica. Nel primo caso questo e’ facilmente osservabile
andando a calcolare esplicitamente 'aspettazione della varianza di errore E,[FP], dove per
semplicita’ indichiamo semplicemente che ’aspettazione e’ fatta rispetto al processo di arrivo
{7}

Si consideri per esempio il caso in cui il processo {7} sia un processo di Bernoulli, cioé
& ~ B(A). Quindi le variabili v, sono i.i.d., con P [y, = 1] = X € [0, 1]. In base all’espressione
di Py in 5.4 si calcola

Prs1 = By [Pega] = AR, [P AT + Q — By [yg(Pe)] (5.7)
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con g(P) = AR.CT(CP,CT + R)"*CP,AT. Poiché {7} ¢ indipendente da P, e quindi da
g(Py) 'aspettazione del prodotto é pari al prodotto delle aspettazioni. Si ha percio:

Pey1 = AE, [P AT +Q — E, [ E, [9(Py)]

— AR, [P] AT + Q — AE, [¢(P)] (5.8)
# AE, [P] AT + Q — \g(E, [P]) = ARAT + Q — \g(Py)

Come si vede dalle equazioni non é possibile ricavare una formula iterativa per Py, come nel
caso del filtro di Kalman senza perdita di pacchetti perché g(P;) ¢ una funzione non lineare
di Py, quindi in genere E.[g(Py)] # g (E,[FPy]).

Sebbene non sia possibile calcolare in maniera esplicita E. [P, si vuole almeno deter-
minare quando lo stimatore é stabile e nel caso che lo sia ottenere almeno delle approssi-
magzioni superiori ed inferiori di stabilita’.

Il concetto di stabilitd puo essere definito in vari modi. Tipicamente si considera uno
stimatore stabile se la varianza d’errore é sempre inferiore ad un valore fissato (P, < M, Vk);
in alternativa si puo considerare come indice di prestazione la media di P rispetto al processo
{7}, 0 ancora la quantita E, [||lz), — £k||2}, che indica quanto si discosta, in media, la stima
dal valore reale. La scelta di uno di questi indici dipende dalla particolare applicazione
considerata. Nel caso in esame si fara riferimento alla seguente

Definizione 5.1. Dato un processo {~} si dice che lo stimatore é stabile in media quadra-
tica se I, [Pk+1|k} < M < o0.

Bisogna quindi verificare se e sotto quali ipotesi risulta limitata P =E, [P,H”k}. Come
abbiamo visto in precedenza non ¢ possibile ricavare Py in maniera esplicita, tuttavia e’ pos-
sibile calcolare un’approssimazione superiore cercando un filtro sub-ottimo di cui sappiamo
calcolare I'aspettazione della varianza di errore in maniera esplicita.

A tale scopo considereremo il seguente filtro:

Trrilerr = ATpe + Y1 K (Yn — CeATp) (5.9)

che assomiglia molto al filtro ottimo di Equazione (5.3) nel senso che I'aggiornamento avviene
solamente se la misura arriva allo stimatore, altrimenti la stima viene effettuata usando
solo il modello di predizione. A differenza del filtro ottimo tempo variante, il guadagno
di questo filtro e’ costante e quindi molto piu’ efficiente da un punto di vista numerico ed
implementativo?. Questo filtro ha covarianza d’errore definita come

Popg =Py =E [(5Uk+1 — Tppr i) (Thgr — fk+1|k)T|yi> e Y0 Vs - - 770} .
Anche P, risulta funzione dei vari Vi, Cloé P, = pk(fyk,l, ...,%)- Si tratta, percio, di una
variabile stocastica tempo variante. Il nuovo stimatore non € ottimo per cui vale la relazione
Pey1 < Py (5.10)

2In realta’, anche il guadagno di questo e’ tempo variante e del tipo Kj11 = 7411 K, in quanto dipende
da ¢ in maniera esplicita, tuttavia lo indicheremo come costante in quanto la componente K e’ costante nel
tempo
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e la stessa relazione vale anche se si considera ’aspettazione rispetto al processo {7x}. Si ha
cioé )
Ey [Pint] < Ey | Pt (5.11)

Se si riesce a calcolare in maniera esplicita E, [Pkﬂ} := Py11, e si dimostra che Py, €

limitata (Ppyq < M) allora si pud affermare che lo stimatore ottimo ¢é stabile perché vale

Pk_;,.l — E’Y [Pk+1] S E’Y |:pk+1:| - pk_;’_l < M (512)
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