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5.1 Stimatore ottimo con perdita di pacchetti
Si consideri ora il seguente contesto: le misure yk ottenute dal sistema

{
xk+1 = Axk + wk

yk = Cxk + vk

vengono trasmesse attraverso una rete di comunicazione digitale, con la possibile perdita di
alcuni pacchetti di dati. Si vuole ricavare l'espressione di uno stimatore sotto queste ipotesi,
cioe'

x̂k|k = E[xk | yk−1, yk−3, yk−6 . . . , y4, y2, y1︸ ︷︷ ︸
misure arrivate allo stimatore

] (5.1)

Lo schema a cui si fa riferimento è rappresentato nella Figura 5.1. Sono possibili diversi

Figura 5.1. Schema generale di trasmissione delle misure attraverso una rete di comunicazione.

approcci nell'a�rontare la perdita di un pacchetto. In particolare, vogliamo riscrivere il
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problema de�nito dall' Equazione (5.1) in modo tale che sia equivalente ad un problema di
stima classico come il �ltro di Kalman tempo variante.

Si analizzerà, in particolare, il caso in cui nel bu�er dello stimatore viene memorizzato

ys
k =

{
yk se il dato è arrivato
0 altrimenti

Il fatto di memorizzare uno zero nel caso di perdita di pacchetto e' assolutamente arbitrario.
Infatti qualsiasi altro valore potrebbe essere memorizzato, come per esempio ys

k = 5 oppure
ys

k = ṽk dove vk e' un numero casuale, tuttavia le equazioni del �ltro ottimo riportate in
seguito non subiscono cambiamenti.

A tal �ne si de�nisce la variabile binaria γk come

γk =

{
1 se il dato è arrivato
0 altrimenti

e si può scrivere
ys

k = γkyk = γkCxk + γkvk = Ckxk + ṽk

con Ck = γkC e ṽk = γkvk ∼ N (0, γkR)1. A questo punto il processo di misura visto dallo
stimatore puo' essere riscritto nel seguente modo:

{
xk+1 = Axk + wk

ys
k = Ckxk + ṽk

Si tratta di un sistema lineare tempo variante, per il quale è possibile scrivere le equazioni
del �ltro di Kalman, sostituendo le matrici C ← Ck = γkC e R ← Rk = γkR. Risulta chiaro
che il �ltro ottimo per questo nuovo processo di misura dato da:

x̂k = E[xk|ys
k, y

s
k−1, . . . , y

s
1, y

s
0, γk, γk−1, . . . , γ1, γ0] (5.2)

E' chiaro che questo nuovo stimatore di Equazione (5.2) e' esattamente equivalente a quello
di Equazione (5.1), in quanto l'informazione su cui sono condizionati e' la stessa, cioe' da
uno modello posso ricavare l'altro e viceversa.

1La distribuzione di probabilita' del rumore ṽk collassa ad una distribuzione(impulso) di Dirac nel caso in
cui γkR = 0. Si noti inoltre come Ck e γkR siano variabili aleatorie se γk e' una variabile aleatoria. In questo
caso la distribuzione di ṽk dovrebbe essere piu' formalmente scritta come p(ṽk|γk) = N (0, γkR). Si noti
quindi che ṽk non e' una variabile aleatoria gaussiana, infatti la sua distribuzione e' data p(ṽk) = p(ṽk|γk =
1)P[γk = 1] + p(ṽk|γk = 0)P[γk = 0] = P[γk = 1]N (0, R) + (1 − P[γk = 1])N (0, 0). Tuttavia lo diventa se
condizionata rispetto a γk.
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A questo punto, utilizzando le equazioni del �ltro di Kalman tempo variante trovate nella
Lezione 2 otteniamo:

x̂k+1|k+1 := E[xk+1|ys
k+1, . . . , y

s
0, γk+1, . . . , γ0]

= Ax̂k|k + Kk+1(y
s
k+1 − CkAx̂k|k)

= Ax̂k|k + γk+1Kk+1(yk+1 − CAx̂k|k)

(5.3)

dove Kk+1 = Pk+1|kCT (CPk+1|kCT + R)−1.

Pk+1|k = Pk+1 = APkA
T + Q− APkC

T
k (CkPkC

T
k + Rk)

−1CkPkA
T

= APkA
T + Q− γkAPkC

T (CPkC
T + R)−1CPkA

T

= Φγk
(Pk)

(5.4)

Le equazioni sono state ottenute sostituendo le matrici Ck = γkC e Rk = γkR e ricordando
che la pseudoinversa di una matrice nulla e' la matrice nulla.

E' chiaro che se il pacchetto non arriva a destinazione viene a mancare il termine correttivo
prodotto dallo stimatore e la varianza dell'errore cresce; se invece il pacchetto arriva viene
sottratto un termine e la varianza diminuisce. Il nuovo operatore Φγk

, che dipende da Pk, per
γk = 1 coincide esattamente con il �ltro di Kalman, mentre per per γk = 0 è paragonabile
a ciò che succede in catena aperta. Quando si utilizza lo stimatore ottimo con perdita di
pacchetti (Fig. 5.2) in base all'arrivo a meno del pacchetto si alterna un operatore stabile
(Φ1) ad un operatore (Φ0) per il calcolo della varianza di errore che non necessariamente
converge (si pensi al caso in cui la matrice A è instabile).

E' importante osservare che Pk = Pk(γ0, . . . , γk); Pk è quindi una variabile stocastica, che
dipende dalla particolare realizzazione, e per la quale non ha senso parlare di convergenza
nel senso attribuitele precedentemente. Tuttavia è necessario osservare che per calcolare
Pk non e' necessario conoscere la statistica del processo {γk}, ma solo la sua particolare
realizzazione.

Poiche' la covarianza di errore e' una variabile stocastica, e' necessario de�nire un criterio
in base al quale valutare le prestazioni di questo stimatore, siamo interessati a valutarne la
distribuzione di probabilita', cioe' p(Pk +1). Se la distribuzione di probabilita' delle sequenze
p(γk, . . . , γ0) fosse nota, potremmo in linea di principio calcolare p(Pk+1) come

p(Pk+1) =

∫

γk

· ·
∫

γ0

p(Pk+1, γk, . . . , γ0)dγk · ·dγ0

=

∫

γk

· ·
∫

γ0

p(Pk+1 | γk, . . . , γ0)p(γk, . . . , γ0)dγk · ·dγk

= E{γk,..,γ0}[p(Pk+1 | γk, . . . , γ0)]

Tuttavia tale calcolo risulta numericamente troppo complesso anche nel caso in cui si scel-
gano distribuzioni di probabilita' sulla successione {γk} molto semplici come distribuzioni
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Figura 5.2.

bernulliane i.i.d., cioe' P[γk = 1] = λ. Non e' chiaro neppure se in termini di distribuzioni
di probabilita' ci sia una qualche tipo di convergenza, cioe' se p(Pk) → p∞(P ). Si cerchera'
quindi di calcolare alcune quantita' di particolare interesse per quanti�care la prestazione
del �ltro ottimo soggetto a perdita di pacchetti. Due possibili metriche sono

P k = E{γk−1,..,γ0}[Pk] (5.5)
P[Pk < M ], ∀k (5.6)

dove la prima indica la varianza di errore medio rispetto a tutte le possibili sequenze {γk},
mentre la seconda indica la probabilita' della varianza di errore di non superare una deter-
minato limite superiore M > 0 rispetto a tutte le possibili sequenze {γk}. La prima metrica
da una valore medio della prestazione, mentre la seconda e' importante in applicazioni nelle
quali si vuole essere certi che l'errore massimo sia inferiore ad una certa soglia. Anche in
questo caso il calcolo esplicito delle due quantita' indicate sopra risulta numericamente com-
plesso, in particolare la seconda metrica. Nel primo caso questo e' facilmente osservabile
andando a calcolare esplicitamente l'aspettazione della varianza di errore Eγ[Pk], dove per
semplicita' indichiamo semplicemente che l'aspettazione e' fatta rispetto al processo di arrivo
{γk}.

Si consideri per esempio il caso in cui il processo {γk} sia un processo di Bernoulli, cioè
γk ∼ B(λ). Quindi le variabili γk sono i.i.d., con P [γk = 1] = λ ∈ [0, 1]. In base all'espressione
di Pk+1|k in 5.4 si calcola

P̄k+1 := Eγ [Pk+1] = AEγ [Pk] A
T + Q− Eγ [γkg(Pk)] (5.7)
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con g(Pk) = APkC
T (CPkC

T + R)−1CPkA
T . Poichè {γk} è indipendente da Pk e quindi da

g(Pk) l'aspettazione del prodotto è pari al prodotto delle aspettazioni. Si ha perciò:
P̄k+1 = AEγ [Pk] A

T + Q− Eγ [γk]Eγ [g(Pk)]

= AEγ [Pk] A
T + Q− λEγ [g(Pk)]

6= AEγ [Pk] A
T + Q− λg(Eγ [Pk]) = AP̄kA

T + Q− λg(P̄k)

(5.8)

Come si vede dalle equazioni non è possibile ricavare una formula iterativa per P̄k+1 come nel
caso del �ltro di Kalman senza perdita di pacchetti perchè g(Pk) è una funzione non lineare
di Pk, quindi in genere Eγ[g(Pk)] 6= g (Eγ[Pk]).

Sebbene non sia possibile calcolare in maniera esplicita Eγ[Pk], si vuole almeno deter-
minare quando lo stimatore è stabile e nel caso che lo sia ottenere almeno delle approssi-
mazioni superiori ed inferiori di stabilita'.

Il concetto di stabilità può essere de�nito in vari modi. Tipicamente si considera uno
stimatore stabile se la varianza d'errore è sempre inferiore ad un valore �ssato (Pk < M, ∀k);
in alternativa si può considerare come indice di prestazione la media di Pk rispetto al processo
{γk}, o ancora la quantità Eγ

[‖xk − x̂k‖2], che indica quanto si discosta, in media, la stima
dal valore reale. La scelta di uno di questi indici dipende dalla particolare applicazione
considerata. Nel caso in esame si farà riferimento alla seguente
De�nizione 5.1. Dato un processo {γk} si dice che lo stimatore è stabile in media quadra-
tica se Eγ

[
Pk+1|k

]
< M < ∞.

Bisogna quindi veri�care se e sotto quali ipotesi risulta limitata P̄k+1 := Eγ

[
Pk+1|k

]
. Come

abbiamo visto in precedenza non è possibile ricavare P̄k+1 in maniera esplicita, tuttavia e' pos-
sibile calcolare un'approssimazione superiore cercando un �ltro sub-ottimo di cui sappiamo
calcolare l'aspettazione della varianza di errore in maniera esplicita.

A tale scopo considereremo il seguente �ltro:
x̃k+1|k+1 = Ax̃k|k + γk+1K(ys

k+1 − CkAx̃k|k) (5.9)
che assomiglia molto al �ltro ottimo di Equazione (5.3) nel senso che l'aggiornamento avviene
solamente se la misura arriva allo stimatore, altrimenti la stima viene e�ettuata usando
solo il modello di predizione. A di�erenza del �ltro ottimo tempo variante, il guadagno
di questo �ltro e' costante e quindi molto piu' e�ciente da un punto di vista numerico ed
implementativo2. Questo �ltro ha covarianza d'errore de�nita come

P̃k+1|k := P̃k+1 = E
[
(xk+1 − x̃k+1|k)(xk+1 − x̃k+1|k)

T |ys
k, . . . , y

s
0, γk, . . . , γ0

]
.

Anche P̃k risulta funzione dei vari γk, cioé P̃k = P̃k(γk−1, . . . , γ0). Si tratta, perciò, di una
variabile stocastica tempo variante. Il nuovo stimatore non è ottimo per cui vale la relazione

Pk+1 ≤ P̃k+1 (5.10)
2In realta', anche il guadagno di questo e' tempo variante e del tipo Kk+1 = γk+1K, in quanto dipende

da γk in maniera esplicita, tuttavia lo indicheremo come costante in quanto la componente K e' costante nel
tempo
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e la stessa relazione vale anche se si considera l'aspettazione rispetto al processo {γk}. Si ha
cioé

Eγ [Pk+1] ≤ Eγ

[
P̃k+1

]
(5.11)

Se si riesce a calcolare in maniera esplicita Eγ

[
P̃k+1

]
:= P̌k+1, e si dimostra che P̌k+1 è

limitata (P̌k+1 < M) allora si può a�ermare che lo stimatore ottimo è stabile perchè vale

P̄k+1 = Eγ [Pk+1] ≤ Eγ

[
P̃k+1

]
= P̌k+1 < M (5.12)
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