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Nella lezione precedente sono state introdotte la successioni

By = 0, (F) Py =E,[Py]
Pepn = ‘C'Yk(Kvpk) Pk:]E’Y[Pk]
P = LK, FP)

Skr1 = DPa(Sk)

le prime due dipendono direttamente dalla sequenza di arrivo dei pacchetti al ricevitore,
rappresentati dalla variabile v, e sono relative rispettivamente al filtro di Kalman tempo
variante ed al filtro a guadagno costante. Le ultime due invece hanno evoluzione determin-
istica che dipende dalla probabilita di arrivo dei pacchetti A\. In Figura 8.1 viene mostrata
una realizzazione dell’andamento delle prime due successioni. Pk+1 ¢ ottenuta utilizzando
un filtro di Kalman con guadagno costante che essendo sub-ottimo rappresenta un limite su-
periore proprio per il filtro ottimo tempo variante di varianza P, < Py; tale disuguaglianza
¢ valida anche nel caso si consideri ’aspettazione dei due termini quindi, sebbene non siamo
in grado di calcolare esplicitamente P, = E.[P;], possiamo affermare che certamente sara
inferiore a P, = E,[P]. Nel caso in cui questultima diverga (A < \.) non saremo in grado
di decidere a proposito della convergenza di P.
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Figura 8.1. La successione PkH ¢ ottenuta utilizzando un filtro di Kalman con guadagno costante che
essendo sub-ottimo rappresenta un limite superiore proprio per il filtro ottimo P, < Pj. La relazione é
valida anche per ’aspettazione dei due termini.
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8.1 Stimatore ottimo con sensori intelligenti e perdita di
pacchetti

Gli stimatori che abbiamo considerato sinora si basano sulla trasmissione attraverso una
rete di comunicazione digitale delle misure ottenute dal sistema istante per istante con la
possibile perdita di alcuni pacchetti di dati. Invece di trasmettere tutte le misure si puo
pensare di calcolare e inviare sul canale la stima dello stato; la stima fatta all’interno del
sensore contiene l'informazione di tutte le misure fino all’istante k

E[$k+1| Yo, -+ Yk ] = E[$k+1|fk|k] (8-1)

tutte le misure senza perdita
e offre per questo motivo prestazioni migliori se confrontate con quelle del filtro di Kalman

tempo variante soggetto a perdita di pacchetti visto in precedenza. Lo schema a cui si fa
riferimento € rappresentato in figura 8.2.
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Figura 8.2. Rete digitale per la trasmissione di dati

Per contro questa tecnica é applicabile solo se il sensore possiede risorse computazionali
necessarie al calcolo della stima ed ¢ in grado di contenere tutte le misure raccolte; sensori
con queste caratteristiche vengono in genere definiti intelligenti (o smart). Altre ipotesi
sulle quali si basa quest’architettura sono che non vi siano perdite prima del calcolo della
stima e che le misure vengano compiute da un solo sensore; nel caso vi siano piul sensori che
raccolgono misure sara piuttosto complesso ricostruire sulla base delle sole stime locali quella
globale. All'interno del codificatore (encoder) la stima dello stato viene calcolata sulla base
delle tradizionali equazioni del filtro di Kalman:

Tiviprr = Elzrnlvo, - ypra] = ATy + Kip1 (Y1 — CAZY,)
lf+1\k = q)l(Plak—l)
K = PCT(CP:CT + R)7L

Sotto opportune condizioni il guadagno del filtro converge al guadagno del filtro di Kalman
classico a regime (K¢ — K®™) ed in questo caso risulta computazionalmente meno oneroso
utilizzare tale valore limite rinunciando cosi all’ottimalita del filtro e quindi peggiorandone
le prestazioni. Lo stato stimato al codificatore (encoder) T}y, verra poi trasmesso sul canale
sul quale si potra avere perdita di pacchetti; nel caso in cui la stima non venga ricevuta per
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I’aggiornamento ci si basera sull’evoluzione dello stato in catena aperta. Quindi lo stimatore
al decodificatore (decoder) fci'k puo’ essere scritto in forma compatta come:

~d A ~d
T = Wiy + (1 — 1) ATG_ 11
Per il calcolo della prestazione del sistema consideriamo come soliti la varianza del predittore:

~d.e o ~d,e
Lhtilk A%Uc

Pt = El(wen — fi’ifl\k)(l’kﬂ - fi’ifl\k)T\”Yo, R

dove mentre 7 é la variabile aleatoria che rappresenta la perdita di pacchetti fra encoder
e decoder. Come accennato in precedenza questa tecnica fornisce un limite inferiore alle
prestazioni del filtro ottimo tempo variante basato sulle misure; tale disuguaglianza continua
a valere anche se si considera ’aspettazione di entrambi i termini

Pl<P. =  E[F]<E[R

dove Py €’ la varianza di errore nel caso in cui vengano spedite le misure e non la stima
locale. Per il calcolo di E[P{] é necessario introdurre 1’errore di stima del decoder:

6Z+1\k = Tk+1 — ‘%g—i—l\k = (1 =9 + %) Thsr — fzﬂu@ =
= e + (1= %) (Azp + wp) — Al + (1 — w)df,) =
= Y (@pr — g ) + (L= ) Az, — &5, ) + (1 — ) wp
N ————

Vo
errore al encoder errore al decoder

da cui la varianza e’ data da:

Pl = mPiy + (1 —w)APIA" + (1 — 3%)Q =
= LI (P
dove abbiamo sfruttato le solite proprieta’ di incorrelazione e media nulla fra i vari termini.
Rifacendoci a quanto visto nelle lezioni precedenti abbiamo ora a disposizione due successioni
che ci permettono di limitare, sia superiormente (con stimatore a guadagni costanti f’k) che
inferiormente (con sensori intelligenti PZ), una quantita che non siamo in grado di calcolare
in maniera diretta

Pl < P < By,
tale relazione vige anche per la media delle stesse successioni, in particolare
E[P{] <E[P] <E[R].
Sia P, che P,f sono variabili aleatorie funzioni dei valori di 7. Se % € di tipo Bernoulliano
con Py, = 1] = A € [0, 1] possiamo ricavare una forma esplicita della media della successione
P¢, che indicheremo con P = E,[P{], allo scopo di valutarne la convergenza
Pl = AP+ (1= NAPIAT + (1-0)Q =
= VI-MAPNV1I-XAT 4 D, =
= L3(P)
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con Dy = (1 — N\)Q + APg,, > 0. Dato che P — P¥™ dove PE™ = &, (Pk™), P converge
al limite per k — oo se e solo se Ay =1 — XA é stabile ovvero se solo se

A>1 L
~ maz;|o;(A)|]2

La convergenza di P, = E,[P;], come visto in precedenza, ¢ garantita da A > ). In Figura
8.3 viene mostrato ’andamento delle tre successioni. Pk;+1 ¢ ottenuta utilizzando un filtro
di Kalman con guadagno costante che essendo sub-ottimo rappresenta un limite superiore
proprio per il filtro ottimo tempo variante, al contrario Py, offre un limite inferiore della
stessa P,. Quindi, sebbene non siamo in grado di calcolare esplicitamente P, = E, [P,
possiamo affermare che certamente il suo andamento sara compreso tra quello di P, = E, [ﬁk]
e quello di P¢ = E,[P{]. Nel caso in cui quest’ultima diverga certamente divergera anche P,
se invece a divergere dovesse essere P, non saremo in grado di dire niente sulla convergenza

di P.
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Figura 8.3. La successione Pk+1 é ottenuta utilizzando un filtro di Kalman con guadagno costante che
essendo sub-ottimo rappresenta un limite superiore proprio per il filtro ottimo, al contrario P, offre un

limite inferiore della stessa Py da cui P < P < Pk; tale disuguaglianza é valida anche nel caso si consideri
I’aspettazione dei termini quindi.
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8.2 Stimatori ottimi con ritardo e perdita di pacchetti

PLANT el ESTIMATOR
Wi t igita ~
U_’ Typ1 = Az + wy J »(_ Communication Yt Buffer lt LUt‘
L =t Network lv1] 0 |yslya|o |ve| 01 ® o® '

Figura 8.4. Rete digitale per la trasmissione di dati

Passiamo ora ad analizzare il caso in cui il canale di trasmissione introduce un ritardo
aleatorio 7, = h; un ritardo infinito sara assimilabile alla perdita del pacchetto di dati. Il

nostro scopo sara quello di stimare lo stato al generico istante ¢

Ty = E[ x| misure arrivate fino al tempo t].
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