
PSC: Progettazione di sistemi di 
ontrollo III Trim. 2007Lezione 9 � Maggio 09Do
ente: Lu
a S
henato Stesori: Mar
assa A., Mar
on R., Maran F., Zanella F.9.1 Stimatori 
on perdita di pa

hetti e ritardo aleatorioLa situazione 
he si analizzerà nel paragrafo è quella riportata in �gura 9.1 (x̂t|t = E [xt|misure ykarrivate �no a t]). A di�erenza dei 
asi pre
edenti, si 
onsidera 
he la misura k-esima yk trasmessa
vk

wk xk+1 = Axk + wk

yk = Cxk + vk

yk Rete di
omuni
azione yk−τk

Stimatore
|y0| |y2|y3| | | · · ·

↑
t

bu�er x̂t|t

Figura 9.1. S
hema del sistema 
onsiderato.attraverso la rete possa arrivare allo stimatore 
on un ritardo τk tale 
he
τk ∈ {0, 1, . . .} ∪ {∞}dove per τk = ∞ si intende la perdita del pa

hetto.Poniamo
i per il momento nel 
aso di bu�er di memorizzazione delle misure di 
apa
ità in�nita
on l'esempio di �gura 9.2: allora al tempo t3 potrebbero giungere le misure y3 o y1, al tempo t6

y1 y0 y2 y4 y5

↓ ↓
t3 t6

· · ·Figura 9.2. Bu�er in�nito.le misure y6, y3 o y1 e in generale, a 
ausa dei ritardi, al tempo tk potrebbero giungere i pa

hettirelativi alle misure yh, h < k, non an
ora ri
evuti. Per 
ollo
are nella posizione giusta del bu�er lamisura appena arrivata, il pa

hetto deve portare sia l'informazione yk 
he il tempo k: è ne
essarioquindi supporre le ipotesi di1. time stamping per il sensore2. sin
ronizzazione tra orologio del sensore e dello stimatore.Come visto nelle lezioni pre
edenti, all'istante t le posizioni del bu�er 
he non 
ontengono misurevengono poste a 0 (valore �ttizio, non si intende misura nulla), ma per tenere 
onto del possibile9-1



PSC Lezione 9 � Maggio 09 III Trim. 2007arrivo 
on ritardo delle misure relative a istanti pre
edenti si de�nis
e la nuova variabile
γt

k ,

{

1 se la misura relativa all'istante k è presente nello stimatore all'istante t

0 altrimenti.All'istante t la 
as
ata pro
esso�sensore�rete è quindi des
rivibile mediante il sistema
{

xk+1 = Axk + wk

ỹt
k , γt

kyk = γt
kCxk + γt

kvk = Ct
kxk + ṽt

k, k = 0, 1, . . . , t;�ssati i γt
k, il sistema rimane lineare tempo-variante e la stima al tempo t è

x̂t
t|t = E

[

xt | ỹ
t
0, . . . , ỹ

t
t, γ

t
0, . . . , γ

t
t

]

= E [xt | {misure yk arrivate �no a t}]e in generale






x̂t
k|h = E

[

xk | ỹ
t
0, . . . , ỹ

t
h, γt

0, . . . , γ
t
h

]

P t
k|h = E

[

(

xk − x̂t
k|h

)(

xk − x̂t
k|h

)T
∣

∣

∣

∣

ỹt
0, . . . , ỹ

t
h, γt

0, . . . , γ
t
h

]

,equazioni valide per il �ltraggio, sia esso destinato a interpolazione, stima o predizione.In parti
olare, le equazioni per la stima diventano


















x̂t
k|k = Ax̂t

k−1|k−1
+ γt

kK
t
k

(

ỹt
k − CAx̂t

k−1|k−1

)

, k = 0, . . . , t

Kt
k = P t

k|k−1
CT

(

CP t
k|k−1

CT + R
)−1

P t
k+1|k = AP t

k|k−1
AT + Q − γt

kAKt
kCP t

k|k−1
AT = Φγt

k

(

P t
k|k−1

)

(9.1)
on 
ondizioni iniziali
{

x̂−1|−1 = x0

P t
0|−1

= P0.Si noti 
he1. le equazioni pre
edenti non des
rivono una relazione ri
orsiva, in quanto ad ogni istante t lestime vanno ri
al
olate per k = 0, . . . , t, rendendo il pro
edimento oneroso dal punto di vista
omputazionale e soggetto a problemi numeri
i (ad ogni istante t vanno 
al
olate t inversionidi matri
e);2. P t
t+1|t = P t

t+1|t

(

γt
0, . . . , γ

t
t

) e pertanto è una variabile aleatoria.9.2 Bu�er �nitoSi può pensare di limitare la dimensione del bu�er a N (
aso realisti
o), ovvero supporre 
he
γt

k = γt−1

k ∀k,∀t ≥ k + N (N ≥ 1) (9.2)
he equivale a τk ∈ {0, . . . , N − 1} ∪ {∞} (il pa

hetto arriva entro N istanti o non arriva più nelbu�er). 9-2
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e
{

x̂t
k|k = x̂t−1

k|k

P̂ t
k+1|k = P̂ t−1

k+1|k

∀t ≥ k + N ; (9.3)sfruttando (9.3) e 
onsiderando t = k + N − 1, si ha P̂ t
k|k−1

= P̂ t−1

k|k−1
e si appli
a il �ltro (9.1), le
ui equazioni diventano



















x̂t
k|k = Ax̂t−1

k−1|k−1
+ γt

kK
t
k

(

ỹt
k − CAx̂t−1

k−1|k−1

)

Kt
k = P t−1

k|k−1
CT

(

CP t−1

k|k−1
CT + R

)−1

P t
k+1|k = Φγt

k

(

P t−1

k|k−1

)

= AP t−1

k|k−1
AT + Q − γt

kAKt
kCP t−1

k|k−1
AT ,

(9.4)per ri
avare le inizializzazioni P t
k+1|k, x̂t

k|k. Quindi, per l'intervallo k = t−N + 2, . . . , t le equazionidello stimatore sono






x̂t
k|k = f

(

x̂t
k−1|k−1

)

= Ax̂t
k−1|k−1

+ γt
kK

t
k

(

ỹt
k − CAx̂t

k−1|k−1

)

P t
k+1|k = Φγt

k

(

P t
k|k−1

)

.Ripetendo i 
onti in maniera identi
a, si ri
ava fa
ilmente 
he
{

x̂t
t−N |t−N

= x̂t−1

t−N |t−N

P̂ t
t−N+1|t−N

= P̂ t−1

t−N+1|t−Ne quindi le equazioni per il �ltro di Kalman 
on memoria ed eventuale perdita di pa

hetti






x̂t
k|k = f

(

x̂t
k−1|k−1

)

P t
k+1|k = Φγt

k

(

P t
k|k−1

)

,
k = t − N + 1, . . . , t.In sintesi, ∀t si fa una stima iniziale 
ome in (9.4) e poi si 
al
ola iterativamente la stima �noa t per poi aggiornare il bu�er: il vantaggio è 
he 
on questa struttura il numero di iterazioni (equindi di inversioni di matri
e) è sempre N , 
ostante, e non lineare in t.Per sempli�
are la notazione, si de�nis
e St , P t−1

t−N+1|t−N
; allora P t

t−N+1|t−N
= St+1 e quindi

St+1 = Φγt

t−N

(

P t
t−N+1|t−N

)

= Φγt

t−N

(

St
)

.
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