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La struttura d'ordine abitualmente associata al piano discreto ZxZ, che
costituisce 1l'insieme dei tempi per un sistema 2D, & guella del prodotto de-
gli ordini. Si tratta di un ordine parziale in base al quale si possono in-
trodurre le nozioni di "passato" e di "futuro" rispetto ad ogni puntodel pia

no. Le eguazioni di aggiornamento del sistema
x (h+1,k+1) = Alx(h,k+1)+A2x(h+l,k)+Blu(h,k+1)+B2u(h+1,k)
y{h,k) = Cx(h,k)

mettono in evidenza la struttura causale "a quarto di piano" che consegue in
modo naturale dall'ordine prodotto.

L'ordine prodotto non & l'unico che & stato preso in considerazione nello
studio dei sistemi 2D e, per descrivere situazioni nelle guali il comporta-
mento del sistema in un punto dipende da dati contenuti in un settore pit am

pio di un quarto di pianc, sono stati introdotti sistemi 2D "debolmente cau-

sali". Le equazioni di aggiornamento di stato di tali sistemi sono del tipo:
m m
x(h+1,k+1) = I A x(h-i,k+i+1)+ ¥ B u(h-1i,k+i+l) (2)
i=-m . i=-m .

La maggior ricchezza della struttura causale 2D rispetto al caso 1D fa si
che si possa prendere in considerazione un piu ampio spettro di filosofie e
tecniche di controllo. Come si accennera, il confronto fra esse non & in ge-
nerale possibile, poich& non esiste una gerarchia fra le classi di problemi
che ciascuna di esse consente di risclvere.

Con riferimento ai sistemi descritti dalla (1), l'adozione di una legge

di controllo statica del tipo
u(h,k) = Kx(h,k) (3)

non porta a risultati analoghi a quelli del caso 1D nemmenc guando SOno sod-
disfatte le usuale condizioni di raggiungibilita. Infatti il problema della

stabilizzabilita, che per i sistemi 1D si riducé alla allocazione degli auto
valori all'interno del cerchio di raggio unitaric, per i 2D & complicato dal

fatto che gli autovalori non sono isolati. La sostanziale differenza rispet-
to al caso 1D & che la reazione dinamica, implementata da un ulteriore siste



ma 2D che elabora le componenti delleo stato, consente di stabilizzare siste
mi non stabilizzabili con un controllore statico. Per la reazione dinamica,
si dispone di condizioni necessarie e sufficienti di stabilizzabilita, che
giocano un ruclo analoge al PBH test.

L'adozione di uno schema di controllo dinamico di guesto tipo peorta a un
sistema globale che conserva la causalita a "quarto di pianc". Si perviene
invece ad un sistema dotato di causalita debecle se si adotta una legge di
controllo del tipo

m
uth,k) = z x(h-1i,k+i) (4)

i=-m

nella gquale gli stati coinvolti nella determinazione di u(h,k) sono relativi
all'insieme di separazione contenente (h,k). Come si pud intuire, le poten-
zialitd di questa tecnica sono superiori a guelle della reazione statica (3).
Per quantc riguarda il confronte con la reazicne dinamica, esistono sistemi
2D stabilizzabili con reazione del tipo (4) ma non con reazione dinamica e
viceversa.

In questa relazione riassumeremo alcuni risultati relativi alla reazione

dinamica, limitandoci per semplicitd alla regolazione "dead beat".

PROPRIETA' DEL REGOLATORE

Un sistema Z=:(A1,A2,B1,B2,C), con equazioni di aggiornamento (1), & det-
to a memoria finita se det(I—Alzl—A222)=1. Chiaramente, in un sistema a memo
ria finita l'evoluzione libera dello statc va a zero in un numero finito di
passi, a partire da gqualungue insieme di stati iniziali.

Si consideri un sistema dinamico E, di eguazioni

Q(h+1,k+1)::F1£(h,k+1)+F2§(h+1,k)+Glx(h,k+1)+ezx(h+1,k)

y (h,k) = Hx(h,k)+JIx(h,k)

collegato in retroazione a I attraverso la u(h,k) =y(h,k). Si ha allora il
seguente risultato
Teorema 1 Le seguenti proposizioni sono eguivalenti:

i) esiste un sistema E tale che il sistema globale sia a memoria finita
ii) la matrice EI—Alzl—A222|Blzl+B222] ha rango pieno per ogni (zq,z3)
iii) l'eguazione di Bézout

I-A -A M ' + (B +B N ; =2
(TR B B B IR, w80 * (B, 8 B 2, INLE, 8,0

nelle matrici incognite M ed N ammette soluzioni nell'insieme delle matrici

polinomiali.
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Tali soluzioni dell'equazione di Bézout forniscono la matrice di trasferi
mento del regolatore nella forma -1, Ogni realizzazione £ di —NM'l, tale_
che M=det(I-Fz,-Fyz,), & un dead—beat?éontroller per Z. La condizione ii)
corrisponde alla controllabilita a zero del sistema Z, e cioé alla possibi-
lita, per ogni stato iniziale x(0,0),
di determinare un ingresso u con sup-
porto nel futurc di (0,0) che dia luc X(0,0)
go a una stringa di stati locali nul-
1i (vedi fig. 1).

stati locali nulli

Fig. 1

Nel caso in cui lo stato non sia accessibile, si ricorre ad una stima del
lo stato mediante uno stimatore 2D, avente egquazicni del tipo

% (h+1,k+1) = §1§(h,k+1)+§2§(h+1,k)

T (h,k+1) [u(h+1,k) |

+ G + G,
y(h, k+1) y{h+1,k)
) - - (5)
y(h,k) = Bx(h,k) + J| u(h,k)
y(h,k)
L'errore di stima & date da
e(n,k) = y(h,k)-x(h,k)
Lo stimatore I & uno stimatore dead-beat se 1l'errcre e(-,-) si annulla in un

numero finito di passi. Le condizioni per 1l'esistenza di uno stimatore dead
beat sono precisate nel seguente Teorema.

Teorema 2 Le seguenti proposizioni sono eguivalenti

i) esiste uno stimatore dead-beat I
ii) la matrice
I-A z -A =z
11 22
C

ha rango pieno per ogni (21,22)
iii) 1l'equazione di Bézout
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z ,z_)(I-A z -A z )+P(z ,z_)C
Qlz)r2)) 171 7R L
ammette come soluzioni matrici Q e P polinomiali.

La soluzione dell'equazione di Bézout fornisce la matrice di trasferimen-
to dello stimatore:

W(zl'ZQ) = [é(zl,z2)(B121+B222):P(21,22)]

Ogni realizzazione a memoria finita di ﬁ(zl,zz) costituisce uno stimatore
dead-beat dellc stato di L. Si noti che & sempre possibile ottenere una rea-
lizzazione a memoria finita di una matrice polinomiale ﬁ(zl,z2).

La condizione ii) del Teorema 2 corrisponde alla ricostruibilitad delle
stato di Z e cioé alla possibilita di determinare x(0,0) a partire dai valo-
ri di u e di y in un insieme finito di punti situati nel passato di (0,0).

Se L ammette uno stimatore dead-beat I, in generale non & vero che guesto

possa avere la struttura di stimatore di Luenberger

% (h+1,k+1) = Ali(h,k+1)-+A2§(h+1,k)-+B1u(h,k+1)-PB2u(h+l,k)+
(6)

i L1[§§(h,k+1)—y(h,k+151 + Lzlci(h+1,k)—y(h+1,k)

Ad esempic, 11 sistema
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ammette stimatori dead-beat aventi la struttura (5) ma non stimatori dead
beat del tipo (6).

Se L & controllabile a zerc e ricostruibile, si possono combinare uno sti
matore dead-beat e un controllore dead-beat avente come ingresso lo stato
stimato. Il sistema risultante ha polinomic caratteristicco unitaric ed & per

tanto a memoria finita.
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