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SOMMARIO

Scopo di questa comunicazione & di presentare brevemente i principali
risultati ottenuti nella stabilizzazione dei sistemi 2D mediante compensato
ri in retroazione dall'uscita.

1. INTRODUZIONE

[

Un sistema 2D & caratterizzato dalle seguenti equazioni ricorsive:

x(h+1,k+1) = Alx(h,k+1)+A2x(h+1,k}+Blu(h,k+1)+B2u(h+1,k)

y(h,k) = C x(h,k)+D u(h, k)
dove u(h,k)€ R® & 1'ingresso, y(h,k) € ®E & l'uscita , x(h,k)€R & lo sta
to locale, ed h e k sono interi [1].
Passando ad una rappresentazione con le serie formali, analogamente al caso
1D, si pud esplicitare il legame ingresso-uscita,con condizioni iniziali

nulle,come:
Y(z ;2 = W(z Uz, ,=z
(2 vty (2 st UG, iy}
dove la matrice di trasferimento ha la seguente espressione:

-1
W b = C(I-A z -A 2z B
(zl, 2) ( lzl ) 2) ( 121*8222)+D

-

Analogamente al caso 1D, appare interessante analizzare le proprietd di una
struttura in retroazione del tipo di figura, dove I e L, sono sistemi 2D.
In particelare, nella ricerca svolta, si sono affrontati i seguenti proble-

mi: .
i) l'analisi delle condizioni. che devo
no essere soddisfatte dalle matrici u N :E: y
- A 4 b e
del sistema I affincheé’esistaun com 1
pensatore Zc che rende internamente
stabile il sistema reazionato 2}
ii) la ricerca di algoritmi per la veri ¢

fica delle condizioni di cui al pun
to 1)



Y

iii) la sintesi delle matrici che caratterizzano il controllore Ec.
Un primo risultato relativo al punto i) & dato dal seqguente Teorema

[f2] .

TEOREMA: I & stabilizzabile medi..nte retroazione dall'uscita se e solo se

le seguenti matrici

|
- z - z B +B
LB 2 7R BBy 225] (1)

]
I-Alzl—Azz2

hanno rango pieno nel polidisco unitario

P
= z )e C H <1; <
2 {(zl, SJECXT |21|__ lz2|__1}
5i noti l'analogia con il caso 1D, nel quale si hanno condizioni del tipo
(1) e (2) ricavabili direttamente impiegando i criteri PBH di stabilizzabi-
lita e di rivelabilita.

2. VARIETA' DI UNA MATRICE DI TRASFERIMENTO E RELAZIONI CON LA STABILIZZA-
BILITA' '

Una generica matrice di trasferimento 2D & sempre esprimibile in termi
ni di "frazioni matriciali" (matrix fraction descriptions: MFD) nei seguenti
modi :

-1
W(zl,z ) =N _(=z ,ZZ)DR (z

2
2 ' %y 2} MFD destra (3)

1

-1
=D i 3
W(z ,22) L (zl,zz)NL(zl,zz) MFD sinistra (4)

dove Np,Dp,N;,D; sono matrici polinomiali di dimensioni opportune. N. e Dg
sono dette coprime a destra se sono prive di fattori comuni non unimodulari
destri. Si pud provare che le matrici Np e Dp sono coprime a destra se e so
lo se la matrice:

D (z ,z_)

R 172

NR(zl,zz)

ha rango pieno in C€x¢C , eccetto al pil un numero finito di punti, coinci-
denti con la varieta algebrica dell'ideale:

A
N ,D ) = tVoresss
F B R) {vl Vy vk) (6)
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generato dai minori di ordine massimo Vi nella matrice (5) Dﬂ.

Quindi Np e Dp forniscono una rappresentazione coprima di W(zj,zp) se
e solo se i polinomi Vy,Vp,s...,Vgx SONO coprimi.

Sorge qui la principale differenza rispetto al caso 1D, che sara ricca
di importanti conseguenze nella trattazione della teoria del controllo 2D.
Precisamente, mentre nel caso dei polinomi in una indeterminata l'essere co
primi e l'essere privi di zeri comuni sono proprieta equivalenti, cid non ac
cade per polinomi in due indeterminate. Cosl, nel caso 1D la varieta dell'i-
deale (6) associato ad una MFD coprima & vuota, mentre nel caso 2D cid non é
garantito., La varietd dell'ideale (6) & indipendente dal tipo di rappresenta
zione coprima (destra o sinistra) adottata per rappresentare W(z,zj) Eﬂ.
Pertanto ci riferiremo ad essa, senza pericolo di ambiguita, come alla Varie
ta della Matrice di Trasferimento W(zy,zp), e la indicheremo con¥ (W(zy,2p)).
Il seguente Teorema [31 mette in evidenza alcune importanti relazioni per la
struttura della varietd ¥ (W(zq,2)) e la condizione di stabilizzabilita.

TEOREMA: Sia I un sistema 2D caratterizzato da matrici (Aq,A,,B{,B,,C,D) e
da matrice di trasferimento W(zl,ZQ) , e sia NRDEI una MDF coprimadi W(zy,z7).
Allora: ' ’ ‘

(1) det Dy divide det (I-Ayz,-Ry2,)

(1i) nei punti di 1/(w(zl,22)),una‘almen6 delle matrici (1) e (2) non ha
rango pieno.

Inoltre, i sequenti fatti sono equivalenti
(i) det Dy = det(I-Ajz -Aj2Z,)
(ii) C(I_Alzl-A222)—1 e (I-AlzI—A222)*1(B121+8222) sono MFD coprime

(4id) 1”(w(zl,22)) coincide con -l'insieme dei punti dove almeno una fra le
matrici (1) e (2) non ha rango pieno.

Ricordando [3] che & sempre possibile costruire realizzazioni di una ma
trice di trasferimento per cui valga:

.

det D = det(I-A z -A_2Z
g - deti-az -a,z))

sl ha che

(i) se iftw(zl,zz)) F\Eﬂl + @, non c'eé nessuna speranza di stabilizzare il
sistema con una retroazione dall'uscita

(ii) se 1”(W(zl,22))r\£?1 = ¢, esiste (almeno) una realizzazione di Wizy,2,)
che & stabilizzabile con una opportuna retroazione dall'uscita,

3. SINTESI DEL COMPENSATORE

Assumiamo che il compensatore ZC sia caratterizzato da matrici (Fq,Fp,
Gl,GQ,H,J) e abbia matrice di trasferimento wc(zl,zz).
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Senza perdita di generalitd, possiamo supporre

det(I-F z -F _z = det R
¢ 11 2”2) L
dove wc(zl,zz) = REISL € una MFD non necessariamente coprima. In base al

teorema precedente, per il sistema I esiste un polinomio h(zq,25) ed una
MDF coprima NRbﬁl della matrice di trasferimento w(zl,z2) che soddisfano
l'equazione

det(I-A z -A 2z ) = h(z ,2_ ) det D (z ,z_).
(1=R,2,"Ry%, 1’72 L
E' immediato verificare che il polinomio caratteristico del sistema 2D ad
anello chiuso & esprimibile come:

= ’ . D+S
A(zl,z2) h(z1 22) det(RL B LNR)

Fissato I, al variare di Lo h(zl,zz) rimane un fattore fisso di A(zl,zz),
e A(zy,2p) si annulla nei punti di f”(w(zl,zz)), in cui la matrice RpDy +
+ Sy Ny diviene singolare.

Inoltre, per ogni polinomio p(z;,z;) che si annulla in ?f(W(zl,zzl),
esiste un intero s > 1 tale per cui risulta:

s
A(zl,zz) = h(zl,zz)'p (21,22) (7)

Per verificarlo, e sufficiente provare che l'equazione nelle incognite R;
S -
L-

f %
RD +S N =1IDp
L R L R

(13

risolubile per qualche r> 1.

La prova & tracciata per grandi linee.

In primo luogo, dall'Hilbert Nullstellensatz e dell'essere ¥ (p)
c ¥ (F(Ng,DR)) = ¥ (vy,Vy,...,V) segue l'esistenza di polinomi ql'qE'T'qk
e di un intero r >1 tali che

In secondo luogo, detta M; la sottomatrice di (5) con minore v;, esistono
matrici costanti L;, K; tali che:

i = LD i + K N 2
M, A2 2 iPri7yr2y) TK N (2,02)

Infine, da UiI==(Adj M;)*M;, segue che
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k
vI= L (Adj M ) (L.D +K N ) = R D_+S_N
94V =0 R R 1)( iR 1R LR LR

o
H
i
I R

i

e ©
-
.

: k
avendo posto Ry L gj(adj Mi)Li ed Sp= EO qi(Adj M; Ky
; i=

i=0
Riassumento le precedenti considerazioni, possiamo concludere che [ &
stabilizzabile se e solo se:
(a) YN =g
(b) ¥ (W) N 9’1 =

e la formula (7) esprime la assegnabilita del polinomio caratteristico ad
anello chiuso,

Per (a) esistono criteri di verifica [3], per (b) attualmente no. Esi-
ste invece un algoritmo per decidere se V’(W(zl,iz))= @. In tal caso & riso
lubile l'equazione di Bézout nelle incognite Ry ed Sp:

RD + SN =1
LR LR

e si pud costruire un dead-beat controller Ehfﬂ.

Supponiamo ora che I sia stabilizzabile, e che sia noto un polinomio
p(zy,2,)€ F(Np,Dp) tale che VYP)F\E?1:=Q.
La tecnica precedente permette di sintetizzare il controllore risolvendo la
equazione

+ =
R Dp * SNy = pI (8)

Un problema ancora aperto & guello di come scegliere p g #(Ng,DR) in modo che
soddisfi a ¥'(p)n &, = 0.

Osservazione Nel caso in cui la varieta 1/(W(21,22)) sia esplicitamente ®l
cavabile, si pud costruire un polinomic p che rende risolubile la (8) deter
minando dapprima un polinomio q(zl,22) separabile , stabile e che si annul:
la su 1”(w(zl,zz)) [ﬁ]. Poiché per k sufficientemente elevato qRELF(NR,DR),
si pud porre p==qk..
Esiste infine un algoritmo per decidere se un dato polinomio p appar-

tiene o meno ad un ideale. Esso fa uso delle basi di Grébner e del relativo
algoritmo di riduzione.
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