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1. INRODUZIONE 3

1 Inroduzione

1.1 Descrizione del processo

Il sistema di figura (1) & composto da quattro serbatoi, ciascuno con
un foro sul fondo, disposti su due colonne. Due pompe erogano le portate
volumetriche kivy e kovs, che a loro volta vengono suddivise in due parti da
valvole a due vie. La frazione di flusso che entra nel serbatoio inferiore ¢ data
da v;kv;, e (1 —7;)k;v; ¢ la frazione di flusso che va nel serbatoio superiore.

Si indica con h;, i = 1, ...,4 il livello del liquido nei serbatoi, con A; la loro
sezione e con a; la sezione del rispettivo foro. Un sensore per ciascuno dei
due serbatoi inferiori misura il livello del liquido in essi, fornendo in uscita la
variabile misurabile: y; = k.h;, i = 1,2. Gli ingressi di controllo del sistema
sono le tensioni vy, vy applicate alla pompe.

Vengono forniti dal testo del problema i parametri relativi a due punti di
equilibrio, chiamati H_ e H™. Dopo aver calcolato le equazioni dinamiche
del sistema si calcoleranno gli stati di equilibrio h_ e hy. Si proseguira
linearizzando il sistema attorno ai due punti H_ e H™, per poi progettare,
sul sistema linearizzato, due controllori PI disaccoppiati per ciascun sistema.
Infine si verifichera il funzionamento dei controllori sul sistema originale.

@ Pomp ¢

vy

Pump 1 @

tef}

Figura 1: Processo Quadruple Tank



1.2 VALORE DEI PARAMETRI 4

1.2 Valore dei parametri

Si riportano in seguito i valori forniti dal testo del problema.
Aj=A3=28cm® Ay =A4=32cm®
ap = az = 0.071 cm? as = aq = 0.057 cm?
ke =0.50 V/cm
g =981 cm/s>
(v1,v2)” = (3.00,3.00), (vy1,72)” = (0.7,0.6) (k1,k2)” = (3.33,3.35)
(v, 12)T = (3.15,3.15), (v1,72)T = (0.43,0.34) (k1,ke)™ = (3.14, 3.29)
La differenza sostanziale tra i due punti di equilibrio € la frazione di liquido
che va nei serbatoi inferiori, determinata dai parametri (y1,y2). Per il primo

punto la maggior parte del liquido finisce nei serbatoi 1 e 2, mentre nel
secondo punto la maggior parte del liquido va nei due serbatoi superiori.

2 Dinamica del sistema

Per il principio di conservazione della massa la variazione della quantita
di fluido nella vasca i-esima ¢ data dalla differenza tra il flusso entrante e
quello uscente. I serbatoi hanno sezione costante pertanto, come indice della
quantita di liquido presente in essi, si puo utilizzare il valore h;, che € una
quantita direttamente misurabile per i soli due serbatoi inferiori.

Il flusso entrante nei due serbatoi superiori é dato da:

in o __ A
®;" = ikivi
Il foro di ciascun serbatoio ¢ di dimensione molto piu piccola rispetto alla
sezione del rispettivo serbatoio. Si ipotizza che il fluido sia ideale, ovvero
incomprimibile e con coefficiente di viscosita nullo. E pertanto possibile
utilizzare il teorema di Torricelli, che ¢ un’applicazione dell’equazione di

Bernoulli. Il teorema fornisce una formula per il calcolo della velocita di
uscita di un liquido di altezza h; da un foro:

v = 2ghi

Il flusso uscente dai serbatoi percio é dato da:
out
i = a0 = a;\/2gh

Per il principio di conservazione della massa si possono quindi scrivere le
equazioni del sistema:

Arhy = vkt + V2gh3 a3 — /29h1 ay
Azilz = '72]\”,2112 + \/25774 a4 — \/29—}12 as
Ashs = (1 — v2)kgvz — V2gh3 a3
Aghs = (1 —1)k1vy — V2ghg a4



3. STATI DI EQUILIBRIO o

dove con h; si indica la derivata temporale di h;.
Dividendo ciascuna equazione per A; si ha:

il _ yki V2ghs a3 V2gh1 a1
1= 0t g R
1 k V2gh V29ho a
hg = B Ruyy  Yelpa 84 _ ¥20pa 2 .
B = (ke VIS ag (1)
3 = A; V2 a
}'1 _ (I-m)k a5 — V2gh4 a4
4= Ay 1 Ay

che ¢é il sistema che descrive la dinamica del processo.

3 Stati di equilibrio

Note le tensioni v; e i parametri corrispondenti a due stati di equilibrio
del sistema, e ponendo h; = 0, si calcolano i seguenti punti di equilibrio:

12.26 12.44
.| 1278 . | 1317
h>=1 163 [* B%=| 413
1.41 4.99

Il sistema (1) & stato implementato in una funzione Matlab chiamata
qTank.m (dove i parametri ; e k; sono quelli relativi a H) e nella funzione
qTank_.m relativamente a H_. La funzione, riportata in appendice (A.2), ¢
stata utilizzata per simulare il sistema non linearizzato in Simulink attraver-
so lo schema di figura (2). Come ingressi si sono presi i valori costanti delle

V! | MATLAB |y % _1_,[:

Constant Function
gTank Integrator3 P+
v2
Constant1

Figura 2: Schema per la simulazione del sistema non lineare

tensioni di alimentazione delle pompe relative ai due punti di equilibrio.
Nell’integratore di figura (2) é possibile definire le condizioni iniziali del si-
stema, ovvero il livello del liquido in ciascun serbatoio all’istante iniziale.
Eseguendo la simulazione con diverse condizioni iniziali, si vede che il siste-
ma va a regime ai valori calcolati algebricamente, in un tempo dell’ordine di
400 secondi. Si ha in questo modo una prova empirica della stabilita dei due
punti di equilibrio. Si veda un esempio di simulazione in figura (3).
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Figura 3: Simulazione del sistema non lineare con parametri relativi al punto

H_ e con stato iniziale h=[7 77 7]
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4 Linearizzazione del sistema

Si prosegue con la linearizzazione del sistema attorno ai due punti di
equilibrio calcolati nel paragrafo precedente.
Il sistema (1) é della forma:

h = f(h,v)

Definendo z; = h; — h} e u; = v; — v} esso si puo approssimare, nell'intorno
di un suo punto di equilibrio, con il sistema lineare:
v = * ¥ of of
x = f(h*,v*) + 3 X+ F

|h:h,", v=v* |h=h*, v=v*

dove x = f(h*,v*) = 0 perché é un punto di equilibrio.
Si trova allora il seguente sistema lineare in forma di stato:

S VSN N
| 0 -2/Ek 0 /&
X = as [0 X
0 0 T A 2h3 0
0 0 0 ~4¢ /o5 |
ok 0 (2)
0 22k2
Ao
+ 0 (1=2)k2 u
- AS
| G 0
_[k 0 00],
Y=10 &k 00

La matrice di trasferimento del sistema (2) ¢ data dalla formula:
G(s)=H(sI - F)"'G

che per il punto H_ risulta:

0,089
0.0416 0.00105 ~9.05 %
5+0.0160 52+0.06005+0.000705 & ~0. 0AAD
G (s) = Zom <
0.000519 0.0314 -0.OAFC
57+0.04435-+0.000367 5+0.0110 ; :
—0.0A62
e per il punto H™:
0.0241 0.00100 . . -
. 5+0.0159 5250.04175+0.000411 -0, 0S62
GT(s) = ; N )
(%)  0.000494 0.0175 L = 0. 042§
0.02855+0.000192 0.0109 ;
st s -0, 015}
- . 0A8Y"

T )
<5— A o e L/\J\/Jé 0{/\*@9\ 0.0 SYAN
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Dalla matrice di trasferimento G(s) si ricavano i poli del sistema trami-
te il comando Matlab pole(), che nel caso multivariabile calcola i poli di
det(G(s)). Le costanti di tempo sono legate ai poli dalla relazione:
1

Ti=——
Di

Risulta:
T, =624 TF=628
L =801 =566
Ty =906 T4 =920
T, =228 T =387

Allo stesso risultato si poteva giungere calcolando gli autovalori della matrice
F, che coincidono con i poli della funzione di trasferimento.

Le costanti di tempo sono tutte positive, pertanto si ha la conferma della
stabilita asintotica dei due punti di equilibrio, sia per il sistema lineare, sia
(per il criterio ridotto di Lyapunov) per il sistema non lineare. Si sono cal-
colati anche gli zeri delle due funzioni di trasferimento attraverso il comando
Matlab zero () che funziona nel caso multivariabile come il comando pole().
Per il punto H_ gli zeri sono tutti reali negativi e la matrice inversa di G(s)
¢ ancora stabile. Per il punto H™ si trova uno zero reale positivo, pertanto
il secondo sistema non ¢ a fase minima e la matrice inversa ¢ instabile. Si
vedra nel seguito della relazione che questa proprieta pone dei limiti nelle
prestazioni del sistema controllato in catena chiusa, e inoltre complica la
scelta dei parametri per il controllore PI.

5 Simulazioni SUS——
Le simulazioni sono state fatte tramite il modello Simulin)d/ﬁgura (4).

Da questo paragrafo per le simulazioni si considera il sistéma a condizioni
iniziali nulle. /

/_,/ =
X' = Ax+Buy~
| y= Cx/+D'u

W_ Gradino-

Step /

x'= Ax+Bu > I:]
y = Cx+Du

Step1

W+ Gradino+

Figura 4: Schema per la simulazione del sistema lineare
3
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